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Ein gewisser Fortschritt der experimentellen Mechanik insbesondere hier der Spannungsoptik ist in der 
Tatsache begründet, daß man heute elastische Platten ähnlich wie elastische Scheiben untersuchen kann. 
Die experimentellen Untersuchungen können einerseits die theoretischen Berechnungen dieser Flächen- 
tragwerke ergänzen und fördern und andererseits die in ihrer theoretischen Behandlung schwierigen. Platten- 
probleme überhaupt lösen. Als Beitrag zu diesen komplizierten Plattenproblemen wurden mittels des 
spannungsoptischen Zweischichtenverfahrens und des von uns entwickelten Auswerteverfahrens endliche 
Kragplatten mit ortsveränderlicher Biegungssteifigkeit untersucht. Dabei gelingt es, aus den spannungs- 
optischen Bestimmungsstücken, wie dem maximalen Torsionsmoment und den Richtungen der Haupt- 
biegungsmomente, schrittweise die Torsionsmomente, die Hauptmomentenlinien und schließlich die Platten- 
ersatzmomente für die ganze Platte zu ermitteln. Aus letzteren Plattengrößen können dann die Biegungs- 
momente und daraus die Biegungsspannungen berechnet werden. 


The fact that photoelastical methods such as used for the investigation of elastic disks can now also be 
employed for the investigation of elastic plates,no doubt marks a certain advance in experimental mechanics. 
On the one hand, this experimental method may serve to control or stimulate theoretical computation of ihe 
structures concerned, on the other hand it may even be used to solve problems too complicated for mathematical 
analysis. As a contribution to these problems the photoelastical two-sheei-method, in conjunction with an 
evaluation method developed by the present authors, has been used to investigate finite cantilever plates the 
flexural rigidity of which varies from place to place. F'rom the photoelastical parameters such as the maximum 
twisting moments and the directions of the principal bending moments, step by step the twisting moments, 
the trajectories of the principal bending moments, and finally the equivalent plate moments could be deter- 
mined. From the latter the bending moments and the bending stresses are easily obtained. 


Un certain progres de la mecanique experimentelle, — ici avant tout de la photo-Elasticite — est base sur 
le fait qu’aujourd’hui on peut examiner des plaques elastiques d’une maniere analogue a celle des disques 
lastiques. D’une part les examens experimentels peuvent supplämenter et avancer les calculations theoriques 
de ces plaques, et d’autre part ils peuvent surtout resoudre les problemes de plaques dont le traitement theorique 
est si difficile. En tant que contribution a ces problemes difficiles de plaques on a examine des plaques en 
porte-4-faux finies avec raideur de flexion variable, et ceci au moyen du procede a deux couches photo-Elasti- 
ques et du procede d’Evaluation developpe par nous. Ainsi on reussit a determiner pas a pas les moments de 
torsion, les lignes des moments principaux et enfin les moments du remplacement des plaques pour toute la 
plaque en analysant des objets d’analyse photo-elastiques ainsi que du moment maximal de torsion ei des 
directions des moments de flexion principaux. A l’aide de ces moments du remplacement on peut calculer 
les moments de flexion d’oü on trouve les tensions de flexion. 


HekoTopbIe YCOeXH 9KCHEPHMEHTAABHOH MEeXaHHMKU, 3AeCcb OTYACTH IOJIAPU3AUMOHHO-ONTH- 
YeCKOTO METOANA HCeCJIeENOBAHAA HaIPSBREeHHÜ, OCHOBAHbI HA TOM, 4UTO B HacToAMee BpeMA 
ynpyTnue IIJIaCTUHRU MO3KHO HCcJIeNoBaTb AHAJIOTUHYHO YUPYTHM AUCKAM. ITU 9KCHEPHMEH- 
TaJIbHbIE HCCJIENOBAHUA HOIYCKAWT C OAHOA CTOPOHbI MONHOJIHEHNA K TEOPETHYECKUM PAacyeTaMm 
TaKUX ONOPHbIX IWIACTUHOR C apyroi CTOpPHbI OHH BOOÖIIE CO3NAIT BO3MOFKHOCTb pelmeHNA 
HEeKOTOPbIX 3anay O IIIACTUHRAX, TYTO HONAIIMNXCA TeopeTuyecRKof 06paöoTke. B rauecTBe 
BKIANA B KOMIIIIERKC ITUX CJIOFKHbIX 3anay O IWIACTUHRAX, IPM HOMOIM METONaA HBYXCJIOEeB, 
YHOTpeOANAeMOTO B HOAJAPH30UMOHHO-ONTUUECKOM METONE HCECJIENOBAHHA HaIpsBKEeHHÄ, uU IpuH 
IOMOIIMH PA3BuUTOTO HAMM METONA PacıeTa, ÖOBIJIH MCCJIeNOBAHHBI KOHCOAbHbIE TIIIACTUHRKH 
KOHEYHbIX PAa3MepoB C nepeMeHHoH YKECTKOCTbIO OTHOCHTEAIBHO U3TNÖAHHA. Ilpu 9TOM H3 
OIITUYeCKUX TMapamMeTpOB, KaAK HAalpHMEeP MARCHMAJIBHOTO KPYTHJIBHOTO MOMEHTa UH HallpaB- 
JNeHuÜ TJIABHBbIX M3TNMÖAIIUNX MOMEHTOB, yAaeTcA OoNpeneJIuTb JIMHNUNM TIIABHbIX MOMEHTOB, 
KPyYTHJIbHbIX MOMEHTOB H HAROHEH IICeBA0O-MOMEHT IMJIACTHHRH. YI3 mOCAHeAHHUX MOHtHO BbIYHC- 
JIHTb U3TUÖ6AIOIIMe MOMEHTEI A U3 HUX A3TUOAIOIIMe HAaIIPSBREHHUA. 


1. Einleitung 


In Fortführung spannungsoptischer Plattenuntersuchungen wurden von den Verfassern 
elastische Biegungsplatten mit linear veränderlicher Dicke unter der Wirkung einer Einzellast 
untersucht. Diese Platten sind gegenüber jenen mit konstanter Dicke im allgemeinen theoretisch 
schwieriger zu behandeln, da hierbei die Biegungssteifigkeit eine Ortsfunktion und demzufolge 
die aus den Gleichgewichtsbeziehungen und den elastischen Grundgleichungen abgeleitete Diffe- 


*) Auszugsweise vorgetragen auf der GAMM-Tagung in Stuttgart (22.—26. Mai 1956) und auf der Span- 
nungsoptischen Tagung in Leningrad (13.—21. Februar 1958). 
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rentialgleichung für die Plattendurchbiegung komplizierter wird. Als Versuchsbeispiele wurden 
endliche Kragplatten mit linear veränderlicher Dicke gewählt. Hierbei dürfte sich der Spannungs- 
zustand nur mit großem Aufwand genau berechnen lassen. Diese Schwierigkeiten sind in der 
Hauptsache in den unterschiedlichen und komplizierten Randbedingungen zu suchen, welche 
sich im allgemeinen schlecht befriedigen lassen. Aus diesem Grunde schien den Verfassern die 
Kragplatte mit ortsveränderlicher Biegungssteifigkeit, sowohl nach der theoretischen wie auch 
praktischen Seite hin, ein gutes Demonstrationsbeispiel dafür zu sein, inwieweit diese Platte 
einer spannungsoptischen Untersuchung zur vollständigen Ermittlung des Biegungsspannungs- 
zustandes, d.h. der Bestimmung der einzelnen Biegungsmomente und Torsionsmomente, zu- 
gänglich ist. 

Für unendliche Kragplatten mit konstanter Dicke sind exakte Lösungen für verschiedene 
Belastungsfälle in der Literatur [1] angegeben. Auch haben die Platten mit ortsveränderlicher 
Biegungssteifigkeit mit anderen als bei der Kragplatte gegebenen Randbedingungen durch ver- 
schiedene Autoren, wie R. Gran Olsson [2], [3], [4] und [5] und H. Favre nebst Mitarbeitern 
[6] und [7], eine theoretische Behandlung erfahren. Von D. L. Holl wurde eine endliche Krag- 
platte konstanter Dicke mit Einzellast mittels der Differenzenrechnung behandelt [8]- W. Ar 
Koiter und J.B. Alblas haben ebenfalls die endliche Kragplatte konstanter Dicke theoretisch 
behandelt [9]. 


Die experimentelle Untersuchung von endlichen Kragplatten mit ortsveränderlicher Bie- 
gungssteifigkeit hat aus verständlichen Gründen für die Baustatik Bedeutung, da man bei diesen 
Platten zu wenig Kenntnis über den Biegungsspannungszustand hat und es auch zunächst keine 
Einflußfunktionen, wie sie z. B. in den Tabellen von A. Pucher [10] für viele Platten mit unter- 
schiedlichen Belastungs- und Randbedingungen aber konstanter Dicke aufgeführt sind, zur Be- 
rechnung der Plattenmomente gibt. Auch kann man aus der vollständigen Bestimmung des 
Biegungsspannungszustandes dieser Platten mit Hilfe der Gleichgewichtsbeziehungen die Quer- 
kräfte ermitteln. e 


“ 


2. Das mechanische und polarisationsoptische Verhalten 
von Zweischichtenplatten bei Biegungsbeanspruchung 


Eine spannungsoptische Untersuchung von elastischen Platten bereitet gegenüber einer 
Untersuchung einer elastischen Scheibe im allgemeinen methodische und experimentelle Schwie- 
rigkeiten, da man die Platte nicht einfach in den Strahlengang linear polarisierten Lichts bringen 
kann, um einen spannungsoptischen Effekt zur Bestimmung des Spannungszustandes zu erhalten. 


Beobachtet man eine homogene Platte, die in Richtung der Plattennormalen belastet ist, 
im linear polarisierten Lichte, so zeigt sich kein polarisationsoptischer Effekt, obwohl der benutzte 
durchsichtige Werkstoff unter der Belastung doppelbrechend geworden ist. (Das Fehlen von 
Eigenspannungen ist dabei vorausgesetzt.) Der Lichtvektor wird zwar beim Auftreffen auf die 
Platte in zwei Komponenten aufgespalten, deren Richtungen mit denen der Hauptbiegungs- 
momente zusammenfallen und deren Phasengeschwindigkeiten verschieden sind. Jedoch wird 
der in der einen Plattenhälfte erzielte optische Gangunterschied durch den in der anderen Hälfte 
auftretenden kompensiert, da die Hauptspannungen diesseits und jenseits der neutralen Fläche 
dem Betrag nach gleich groß sind aber verschiedene Vorzeichen haben. Die in der ersten Platten- 
hälfte schnellere Lichtkomponente wird in der zweiten Hälfte zur langsameren und umgekehrt. 
Der Lichtvektor tritt dadurch unverändert aus der Platte und wird vom Analysator ausgelöscht. 
Die Platte erscheint zwischen gekreuzten Polarisatoren völlig dunkel, so, als ob sie unbelastet 
wäre. 

Voraussetzung hierfür ist, daß die Kirchhoffschen Plattenbedingungen eingehalten werden 
und sich demzufolge den Biegungsspannungen keine Längsspannungen überlagern. Außerdem 
müssen die parabolischen Schubspannungen r,, und r,, vernachlässigbar sein. damit sie nicht 
zu einer eventuellen Drehung der Hauptspannungsrichtungen um die Plattennormale Anlaß 
geben. In unmittelbarer Nähe von Einzellasten werden diese Voraussetzungen nicht mehr erfüllt 
sein, was sich hinter dem Analysator als Aufhellung bemerkbar macht. Eine derartige Platte 
kann daher dazu dienen festzustellen, wieweit man mit der Durchbiegung gehen kann, ohne daß 
Längsspannungen auftreten. 

Für die Ermittlung der Biegungsspannungen sind aus den eben aufgeführten Gründen 
homogene Platten nicht geeignet. Man hat nun dafür zu sorgen, daß der in der einen Plattenhälfte 
erzielte optische Gangunterschied in der zweiten Hälfte nicht wieder kompensiert wird. Das 
erreicht man dadurch, daß man die Platte aus zwei Schichten verschiedener Stoffe mit unter- 
schiedlichen spannungsoptischen Konstanten zusammenklebt [11], [12] und [13]. (Daher die 
Bezeichnung Zweischichtenverfahren.) Wie man sich anschaulich vorstellen kann, werden um so 
größere Gangunterschiede auftreten, je größer der Unterschied der spannungsoptischen Kon- 
stanten ist. Dabei ist besonders zu erwähnen, daß die optischen Doppelbrechungen der benutzten 
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Werkstoffe auch verschiedene Vorzeichen haben können. So hat zum Beispiel die Doppelbrechung 
von Plexiglas ein entgegengesetztes Vorzeichen im Vergleich zu derjenigen der meisten anderen 
Modellwerkstoffe. 

Damit man innerhalb der Kirchhoffschen Bedingungen die Belastung möglichst hoch 
wählen kann, muß die Schubfestigkeit der Klebefläche genügend groß sein. Auf eine Gleichheit 
der Elastizitätsmoduln kommt es weniger an, wie im Folgenden gezeigt wird. Dagegen ist eine 
ungefähre Übereinstimmung der beiden Poissonschen Konstanten erwünscht. 

Sind die Elastizitätsmoduln und auch die Dicken der beiden Schichten verschieden, dann 
wird die geradlinige Verteilung der Biegungs- und Schubspannungen über den Plattenquerschnitt 
geändert (Bild 1). 
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Bild 1. Die Lage der neutralen Fläche für die Biegungs- bzw. Hauptschubspannungen der Zwei- 
schichtenplatte und die zugehörigen Spannungs- und Verformungsverteilungen über die Höhe: 


a) für n= E,/E, > 1 und verschiedene Schichtdicken, 
b) für n = E,/E, <1 und verschiedene Schichtdicken, 
e) für n>1 und gleiche Schichtdicken. 


(Die x, y-Ebene liegt in der Plattenmittelfläche) 


Nunmehr soll gezeigt werden, daß diese Änderung keine Beeinträchtigung der spannungs- 
optischen Meßergebnisse zur Folge hat. Die Dicken der beiden Schichten mit den Elastizitäts- 
moduln E, und E, seien h/2 + h, und h/2 —h,. Die neutrale Fläche fällt nicht mehr mit der 
Plattenmittelfläche zusammen. Ihr Abstand h, von der Plattenmittelfläche ergibt sich aus der 
Tatsache, daß einmal die den Biegungsspannungen zugehörigen Dehnungen stetig durch die 
Klebefläche hindurchgehen müssen — die Biegungsspannungen demnach an der Klebefläche 
einen Sprung im Verhältnis der Elastizitätsmoduln erleiden — und zum anderen die Schnittkräfte 
(Integral der Biegungsspannungen über den Querschnitt) gleich Null sein müssen, zu: 


Eon) 
Se ie) 


Darin bedeutet n = E,/E,. Der Klebefläche selbst wird keine Dicke zugeschrieben. Nur bei 
gleichen Elastizitätsmoduln (n = 1) fällt die neutrale Fläche mit der Plattenmittelfläche zu- 
sammen. Für n > 1 liegt sie oberhalb, für n < 1 unterhalb der Plattenmittelfläche. Sind beide 
Schichten gleich stark, dann liegt die neutrale Fläche immer in der Schicht mit dem größeren 
Elastizitätsmodul (Bild 1c). Die Randspannungen an der Ober- und Unterseite sind zwar nicht 
mehr gleich groß, jedoch besteht weiterhin Proportionalität zwischen dem maximalen Torsions- 
moment Ty.,. und der Hauptschubspannung an der Ober- bzw. Unterseite der Platte. Voraus- 
setzung für diese Betrachtungen sind gleiche Poissonsche Konstanten für beide Schichten. 
Nimmt man zwei verschiedene Poissonsche Konstanten an, dann kann man auf die gleiche 
elementare Weise wie für die Biegungsspannungen o, und o, auch für die Schubspannungen 7;, 
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eine „neutrale Fläche‘ errechnen, die mit derjenigen der Biegungsspannungen nicht zusammen- 
fällt (in Gl. (1) wäre für n das Verhältnis der Schubmoduln einzusetzen). Das bedeutet aber einen 
nicht möglichen Spannungszustand. 


‚Bei Betrachtung des spannungsoptischen Effektes, der bei einer Durchstrahlung einer der- 
artigen Zweischichtenplatte zu beobachten sein wird, können wir die zulässige Voraussetzung 


machen, daß das orthogonale Netz der Hauptspannungslinien jeder Schichthöhe das gleiche ist. 
Dazu ist die Vernachlässigbarkeit der parabolischen Schubspannungen erforderlich, wie schon 
erwähnt wurde. Ne 

Die beiden Komponenten, in die der Lichtvektor der linear polarisierten Welle beim Auf- 
treffen auf ein Plattenelement zerlegt wird, haben dann längs der gesamten Durchstrahldicke 
gleichbleibende Richtungen, die mit den Richtungen der Hauptbiegungsmomente zusammen- 
fallen. Der gesamte auf die benutzte Wellenlänge bezogene Gangunterschied dieser beiden Licht- 
komponenten ergibt sich durch eine Aufsummierung der Hauptschubspannungen über die ganze 
Durchstrahldicke, wobei die Spannungsverteilung von Bild 1 und die beiden unterschiedlichen 
spannungsoptischen Konstanten K, und K, zu berücksichtigen sind: 

m=-2K, SS WOBH+2K, JS WE ......, 2, (2). 
Schicht 1 Schicht 2 

Die Ausrechnung ergibt, daß der relative optische Gangunterschied dem maximalen Torsions- 
moment Tr. proportional ist. Bei gleichen elastischen Konstanten, d.h. n = 1 und demzufolge 
h, — 0 lautet die Beziehung zwischen Gangunterschied und Tyaz 


m Pie 6jhas(h/2 2 EihyRz ER) - 5 2 (3). 


Aus den zu messenden optischen Gangunterschieden m können wir also die maximalen Torsions- 
momente bestimmen. Ebenso werden die Isoklinen beobachtet, aus denen sich das orthogonale 
Netz der Hauptbiegungsmomentenlinien zeichnen läßt. 


Bei der Durchführung der Versuche wird man darauf bedacht sein, möglichst große optische 
Gangunterschiede zu erzielen. Man wählt demzufolge Modellwerkstoffe mit möglichst weit aus- 
einanderliegenden spannungsoptischen Konstanten. Wir wollen aber noch sehen, wie bei gegebe- 
nem T ya; und gegebenen spannungsoptischen Konstanten der Gangunterschied von den Schicht- 
dicken und dem Verhältnis der Elastizitätsmoduln abhängt. 


Aus Bild 1 ersieht man zunächst, daß der Gangunterschied dann am größten sein muß, 
wenn die neutrale Fläche mit der Klebefläche zusammenfällt (Ah, = h,), weil es dann keine Teile 
aus dem Zug- und Druckgebiet mehr gibt, die sich in einer Schicht gegenseitig optisch kom- 
pensieren. Das ließe sich in der Praxis leicht erreichen. Man kann das Dickenverhältnis de 
beiden Schichten so wählen, daß die neutrale Fläche mit der Klebefläche zusammenfällt, und! 
zwar hat man in Gl. (1) h, = h, zu setzen. Man erhält dann 


(h/2 + h,)* 

Be Dun De ET N. 
(aa He 
d. h. die Quadrate der Dicken beider Schichten müssen sich umgekehrt wie ihre Elastizitätsmoduln 
verhalten. 

"Tatsächlich ist es aber durchaus nicht erforderlich, die Schichtdicken dem Verhältnis beider 
Elastizitätsmoduln anzupassen. Denn wählen wir von vornherein gleiche Schichtdicken, dann 
schen wir, daß nursehrwenigan optischem 
Effekt eingebüßt wird, falls n von eins 
verschiedene Werte besitzt. Man erhält 
bei gleichen Schichtdicken (h,=0) für 
den Gangunterschied folgende Beziehung: 


48n(K,—K,) 
m=T N ER 1 


aus der die geringe Abhängigkeit des 


n= E /E; G 4 
. angunterschiedes von n = E 
Bild 2. Die Abnahme des resultierenden Gangunterschiedes mit zunehmendem x l I Bi . E,[E, her 
n = E,/E,. Die Schichtdicken sind dabei als gleich groß vorausgesetzt vorge 1. n ild 2 ist m (bezogen auf 


den Gangunterschied Myar für n=1 
als Funktion von n aufgetragen. Für n = 2 beträgt der Gangunterschied immer noch ni 
des maximalen, für n=3 noch 92%. 2 

Aus diesem Grunde ist es ganz zweckmäßig, die Platte immer aus glei i i 
? 8 gleich dicken Schicht 

zusammenzukleben. Bei Platten mit konstanter Dicke ist dies zwar ohne Bedeutung, aber bei 
Platten mit veränderlicher Dicke ist es für die Modellherstellung und für die Durchführung des 
Eichversuchs günstig wie noch näher ausgeführt wird. 
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Für die Durchführung der Versuche schreibt man allgemein 


(Me ee (6). 


Die Konstante C wird durch einen Eichversuch ermittelt. Da die Plattenhöhe A bei Platten mit 
veränderlicher Dicke eine Ortsfunktion wird, soll sie in die Konstante nicht mit einbezogen wer- 
den. Handelt es sich nur um Platten mit konstanter Dicke, dann kann Ah noch in die Konstante 
einbezogen werden. 


Die Verschiedenheit der Elastizitätsmoduln beider Schichten hat auch eine abgeänderte 
Beziehung für die Biegungssteifigkeit zur Folge, in der nunmehr beide Elastizitätsmoduln auf- 
treten müssen. Man erhält diese Beziehung durch Berechnung eines Biegungs- oder Torsions- 
momentes aus den zugehörigen Biegungs- oder .-Schubspannungen: 


8 e E, (z — h,) (®w ow ® / 
Schicht 1; a ee En +.Sn). 
5 E,@—h - | 
Ss : EI ie, ee et 
chicht 2 U 1 (dm if a? 


Die x, y-Ebene liegt bei diesen Formeln in der Plattenmittelfläche. w bedeutet hierbei die Platten- 
durchbiegung und u ist die Poissonsche Konstante. Die Berechnung des Biegungmomentes 
erfolgt nach der Beziehung M, = [o,(z—h,) dz, wobei allerdings das Integral über beide 
Schichten getrennt zu bilden ist. Für die Biegungssteifigkeit erhält man daraus: 


h 


a WE EN a Nr asien 


9 za 
Bei der Untersuchung und Auswertung von Platten mit konstanter Dicke ist die Kenntnis der 
Biegungssteifigkeit nicht erforderlich, wie später bei der Ableitung des Integrationsverfahrens 
noch deutlich wird. Bei Platten mit veränderlicher Dicke sollen aber beide Schichten gleich stark, 
d.h. Ah, = 0 sein, womit sich Gl. (7) in eine übersichtliche Form bringen läßt. Für h, = 0 folgt 
zunächst aus Gl. (1) 


Br A eh sg) Be 
Am Bee 
und schließlich für die Biegungssteifigkeit En <— 
Vest ER 
ei Ran ; BE A 


Die Zweischichtenplatte mit gleichdicken 
Schichten verhält sich also hinsichtlich 
der Durchbiegung wie eine homogene Platte 96 
von der Höhe h und dem Elastizitätsmodul 


2 
ed en (10). of 
er. (n + 1) > z 2 3 4 5 n=E2JE, 77 
Der ‚resultierende Elastizitätsmodul E“ liegt _B+E, 
somit immer näher an dem kleineren Elasti- Bia 3. BIOS = 1EulED 


zitätsmodul als an dem größeren. 
Schreibt man Gl. (10) wegen ER,(n+1)=E, + E, noch in der Form 
En +E en = Bee 
. = Al——)! ..... 11), 
2 nee) 2 here n-+l1 1! 
dann wird die Abweichung des resultierenden Elastizitätsmoduls vom arithmetischen Mittel- 


a 2 ns IE E 
wert der Elastizitätsmoduln beider Schichten deutlich. In Bild 3 ist 2] en = (E;IEı) 


dargestellt. Für n— o strebt E / Erd gegen 0,25. Im Grenzfalle ist also E = 0,125 E,. 


Be 


2 
Die halbe Plattenhöhe mit dem Elastizitätsmodul E, nimmt dann keine Spannungen mehr auf 
und wird daher unwirksam. Es gilt dann Eh? — E,(h/2)”. Man kann daher ebenso an Stelle 
des resultierenden Elastizitätsmoduls eine modifizierte Plattenhöhe einführen, wobei man sich 
die Platte dann nur aus einem Werkstoff mit dem Elastizitätsmodul E, oder E, hergestellt denkt. 
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3. Ein Auswerteverfahren zur vollständigen Bestimmung des Biegungsspannungszustandes 
für Platten mit veränderlicher Dieke 


Da man also bei spannungsoptischen Plattenversuchen nach dem Zweischichtenverfahren 
nur die maximalen Torsionsmomente und die Richtungen der Hauptbiegungsmomente messen 
kann, muß man nach weiteren Beziehungen suchen, um die einzelnen Biegungsmomente zu eI- 
halten. Bei Platten ergeben sich nun ähnliche Zusammenhänge wie bei Scheiben, wonach man 
aus der Aufsummierung der einzelnen örtlichen Änderungen der Torsionsmomente T,, längs _ 
geradliniger Wege die Ersatzmomente für jeden Plattenpunkt berechnen kann (siehe [14] und 115]). 
Zur Ableitung des Integrationsverfahrens geht man am besten von den elastischen Grundglei- 
chungen für die (auf 1 cm Schnittlänge bezogenen) Plattenmomente 


ww nn 
Mt a 
w 2 12 
M, =—B (5 un u 922 su mit en ee re ( ) 
w *) 
Tyan Bae nn 
i N Eh? we 
aus, in welchen w (cm) die Plattendurchbiegung und B= 1/12 da») (kpem) die Bie- 


gungssteifigkeit mit E (kp/cm?) dem Elastizitätsmodul, u der Poissonschen Konstanten (<0,5) 
und Ah (cm) der Plattendicke ist. Die Biegungsmomente stehen dabei mit den Ersatzmomenten 
in folgendem Zusammenhang: 

rw 


m, =—(1— u) B 9x2 


w 
= (M,— uM,), m,=—(1— u) B Ay = (M, —u M,) (13). 


Die Verbindung zwischen den örtlichen Gradienten der Ersatzmomente und der Torsionsmomente 
stellt man durch nachstehenden Vergleich her. Man bildet zunächst 


m/B=—(l Er mjB=— (1 — u) Ural a I (14) 


und differenziert diese Ausdrücke wie folgt nach y bzw. x 


0) o°w ß) o°w 
— = — ea. ——o— — = — ei een 
DU N er EAN za > (D). 
Wie man nun leicht sieht, sind die rechten Seiten der Gln. (15) den örtlichen Änderungen von 
T,,/B proportional: i 

0 rw 0 
— = — sa), u — — 
dy (m,/B) 1— 4) ya treu, 


5 e er (16) 
a BU a tz, Tel) 
und nach Integration zwischen den Plattenpunkten P, bzw. P5 und P° 
p 
(m[B)p = (+ | 2, 7,,1B)- dy + (m;[B)r, 
ea a a (17). 
mtr = a | 7 IB) de 4 BR 


....ı) Verbindet man diese Gln. mit den Gleichgewichtsbeziehungen, so erhält man bei ortsveränderlicher 
Biegungssteifigkeit folgende Differentialgleichung für die Plattendurchbiegung: 


oB 2 oB © B(Ow " dw 
B Ad + 2. — (Au) KO ee 
re Fe ra a) 
a w 
ay? 


sind: A = 02/0x? + 02/öy® und p(xy) die zur Plattenoberfläche senkrechte Belastung pro Flächen- 
einheit,. 


0®B Ow 


H dye za) +24lrom Du öy oy Pay). 
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sich noch etwas vereinfachte Beziehungen: 


” 


P 
zn — . ie 2 
( + u/p B> J.0Y (T;,[B) de + (+ ehe 


Bei der Auswertung muß man die Ausgangspunkte der Integration P, und P/ an die Platten- 
ränder legen, da dort die Integrationskonstanten spannungsoptisch leicht zu bestimmen bzw. 
aus den Randbedingungen zu berechnen sind. Bei Zweischichtenplatten mit gleichen Schicht- 
dicken errechnet sich aus beiden Elastizitätsmoduln die Biegungssteifigkeit nach Gl. (9). 


E 
„ 
= 
r 
2 
5 


4. Durchführung der Versuche 
a) Die Modellplatte 


| Wie bereits bei der Schilderung des mechanischen und polarisationsoptischen Verhaltens 
4 von Zweischichtenplatten erläutert wurde, ist zur Erzielung eines spannungsoptischen Effektes 
bei Plattenversuchen erforderlich, die Platte aus zwei Schichten verschiedenen Materials zu- 
sammenzukleben. Als Modellwerkstoffe wurden das Polyesterharz VP 1527 der Dynamit AG, 
Köln-Troisdorf, und das Polyacrylat Piacryl (Plexiglas) des Stickstoffwerkes Piesteritz ver- 
wendet. Der Kunststoff VP 1527 wurde zuvor einer Wärmebehandlung mit nachfolgender 
langsamer Abkühlung unterzogen, um die im Anlieferungszustand vorhandenen Eigenspannungen 

zu beseitigen. An sich besitzt VP 1527 wesentlich weniger Eigenspannungen als die sonst wegen 

ihres besonders großen optischen Effektes verwendeten Phenol-Formaldehyd-Harze, 'so daß 

VP 1527 gegenüber letzteren zu bevorzugen ist. Die Platten wurden hernach planparallel ge- 

hobelt und zusammengeklebt. Das Kleben erfolgte unter leichtem Druck mit dem Polymeri- 
sationskleber Piacryl SH des Stickstoffwerkes Piesteritz. Dieser Kleber hat die gleiche chemische 
Beschaffenheit wie das Plexiglas selbst. Die bei der Polymerisation des Klebers, die in etwa 

20 Minuten vonstatten geht, entwickelte Wärme verursacht zwar noch einmal innere Spannungen, 

jedoch verschwinden diese allmählich wieder. Geklebte Zweischichtenplatten sind im großen 

und ganzen genügend spannungsfrei zu bekommen, was sich dadurch bemerkbar macht, daß sie 

im unbelasteten Zustand zwischen gekreuzten Polarisatoren fast gleichmäßig dunkel erscheinen. 

Da es sich hierbei um die Untersuchung von Platten mit linear veränderlicher Dicke handelt, 

wurden die Versuchsplatten nach dem Kleben durch Hobeln von beiden Seiten auf den erforder- 

'lichen Keilwinkel gebracht, und zwar so, daß die Klebefläche mit der Plattenmittelfläche zu- 


Bild 4. Belastungsschema für die Kragplatte und Lage des Koordinatensystems 


sammenfiel. Die fertig bearbeiteten Platten hatten die Abmessungen 15 cm mal 19 cm. Der über- 
kragende Teil war quadratisch (Kantenlänge 15 cm) und fiel von der eingespannten bis zur gegen- 
überliegenden freien Seite von 1,4 cm auf 0,8 cm ab (Bild 4). Hergestellt wurden mehrere Platten 
gleicher Art, von denen die beiden besten untersucht und ausgewertet wurden. 


b) Die spannungsoptische Apparatur und die Belastungsanordnung 

Zur Untersuchung wurde eine Apparatur mit Großflächenpolarisatoren benutzt. Diese 
Apparatur eignet sich zur direkten Beobachtung wie auch zu photographischen Aufnahmen. 
Die Polarisationsfolien sind genügend groß (Durchmesser 33 cm), so daß die ganze Plattenfläche 
gleichzeitig beobachtet werden konnte. Als Lichtquelle diente durch eine Opalglasscheibe diffus 
gemachtes Natriumlicht (A = 589 mu). 

Für die Belastung der Platte wurde die in Bild 5 dargestellte Anordnung benutzt. Das 
Aufbringen der Einzellast erfolgte durch einen Knebel über einen Ringmeßbügel, an dem die 


Ist B, wie bei den hier gewählten Versuchsbeispielen, lediglich eine Funktion von y, so ergeben 


# us 
Nie dt 


3 Tuer —— ws: 
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Größe der Last abgelesen werden konnte. Die Belastungsanordnung ist für Plattenuntersuchungen 
verschiedenster Art geeignet, gestattet doch die vertikale Verschiebung der lastübertragenden 
Traverse sowie die horizontale Verschiebung des Knebels mit dem Ringmeßbügel die Last über 
die ganze Platte wandern zu lassen. Außerdem können mehrere Einzellasten gleichzeitig an- 

gebracht werden und die Platten anderen Randbedingungen (frei aufliegende Ränder bzw. 


Bild 5. Belastungsanordnung. M Modellplatte, R Ringmeßbügel, A Analysator mit Zahnkranz 
(letzterer dient zur gleichzeitigen Drehung von Analysator und Polarisator) 


mehrere Ränder eingespannt) unterworfen werden. Bei dem vorliegenden Bericht handelt es 
sich jedoch nur um die Untersuchung einer Kragplatte, bei der die Einzellast auf der Symmetrie- 
linie in einer Entfernung von 1,5 cm vom freien Rande (x = 7,5 cm, y = 13,5 cm) wirkte, wie 
es in Bild 5 und dem Belastungsschema (Bild 4) dargestellt ist. Um ein allzugroßes Eindrücken 
des abgerundeten Druckstempels in die Plattenoberfläche zu vermeiden, wurde zwischen diesen 
und die Platte eine kleine runde Gummischeibe gelegt. 


Belastet wurde die Platte von beiden Seiten, einmal um die Übereinstimmung der spannungs- 
optischen Bilder zu überprüfen, zum anderen aber aus folgender Überlegung: 


In der Nähe der Einzellast hat das Bild größere Bedeutung, das bei einem Lastangriff 
auf der Plexiglasseite erhalten wurde, weil durch die geringe optische Wirksamkeit des Plexi- 
glases die unter Einzellasten immer auftretenden „Störspannungen“ abgemindert in Erscheinung 
treten. An der eingespannten Seite wird aber dann gerade die empfindlichere Kunststoffschicht 
der Platte über die Kante der Einspannung gebogen, weswegen hier der umgekehrte Lastangriff 
angebrachter erscheint. 


c) Die spannungsoptischen Aufnahmen 


Beobachtet bzw. fotografiert wurden die bei der Belastung auftretenden Isochromaten 
und die Isoklinen. Da bei Plattenversuchen naturgemäß keine große Anzahl von Isochromaten 
wie bei Scheibenversuchen auftreten kann — die Kragplatten stellen bereits hinsichtlich der Größe 
der optischen Gangunterschiede ein Optimum dar — wurde hier die Größe der Einzellast variiert 
und die so über die Platte laufenden Isochromaten von der Ordnung 1/2, 1 und in der Nähe des 
eingespannten Randes von 2. Ordnung aufgenommen. Das war wegen der vorauszusetzenden 
Proportionalität zwischen Last und optischem Gangunterschied keine Beeinträchtigung. Die 
Proportionalität konnte dabei im Gegenteil dauernd überprüft werden. Bei der folgenden Aus- 


wertung wurden dann die optischen Gangunterschiede über die ganze Platte auf die Lasteinheit 
von 1 kp bezogen. 


Das Bild 6 zeigt Isochromatenaufnahmen bei verschiedenen Laststufen. Der optische 
Gangunterschied in einem Punkte ist proportional dem maximalen Torsionsmoment T tax, Jedoch 
ist hier längs einer Isochromate wegen der ortsveränderlichen Plattendicke T yrax nicht konstant, 
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wie aus Gl. (5) hervorgeht. In Bild 7 sind einige Isoklinenaufnahmen wiedergegeben, aus denen 
sich in bekannter Weise das orthogonale Netz der Trajektorien der Hauptbiegungsmomente 
zeichnen läßt. Eine Zusammenstellung der bei einer größeren Zahl von Laststufen erhaltenen 
Isochromaten zeigt Bild 8, während Bild 9 eine Zusammenstellung der Isoklinen (rechte Platten- 
7 hälfte) und die daraus gewonnenen Hauptbiegungsmomentenlinien wiedergibt. 


e f 


Bild 6. Isochromatenbilder bei verschiedenen Laststufen (A = 589 m.) a) P=32kp, b) P=38kp, c) P=41kp, 

d) P=50kp, e) P=60kp f) P=62kp. Die Zahlen bedeuten die Ordnungen der Isochromaten. Bei den Auf- 

nahmen a) bis e) griff die Einzellast auf der Schicht YP 1527 an, bei der Aufnahme f) auf der Plexiglasseite. Die 

Aufnahmen b) bis e) wurden durch Doppelbelichtung gewonnen, d.h. es wurden zwei Aufnahmen auf die fotogra- 

phische Platte gebracht, wobei bei der zweiten Belichtung das Polarisationskreuz jeweils um 45° weitergedreht 
wurde. In den oberen Ecken sind daher die Nullisochromaten sichtbar 
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i i i i klein, so daß 
In den oberen Ecken der Platte sind die maximalen T orsionsmomente sehr 1, 
sich selbst bei größeren Lasten die Isochromaten nicht bis dorthin verschieben lassen. (In den 
Ecken selbst wird Ta, gleich Null). Die optischen Gangunterschiede in diesem Bereich wurden 
nach der Senarmontschen Kompensationsmethode punktweise ausgemessen. 


e 


Bild 7, Isoklinenaufnahmen bei verschiedenen Stellungen des Polarisationskreuzes a) 9=0°%,b)p=5°%,c)y= 10% 
d)P = 15°,e) p = 20°,f) pP = 30°. Die Aufnahmen e) und f) zeigen außerdem noch die Isochromate 1. Ordnung - 


d) Der Eichversuch 


Zur Errechnung der maxim 
ist es erforderlich, die material- 
Dazu diente ein Zweischichten 


alen Torsionsmomente aus den optischen Gangunterschieden 
und wellenlängenabhängige Konstante C in Gl. (6) zu bestimmen. 
stab (mit konstanter Dicke), bei dem wiederum beide Schichten 
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gleich dick waren. Dieser Stab wurde gewonnen, als die zusammengeklebte Platte auf ihre end- 
gültige Größe geschnitten wurde. Er hatte die Abmessungen: i 
Breite: d= 1 cm, Höhe: h=2cm, Länge: I = 20 cm, wurde auf zwei Stützen freidrehbar 
gelagert, durch eine Einzellast in der Mitte belastet und in Lastrichtung im linear polarisierten 
Licht beobachtet. Infolge des linearen Anwachsens des Biegungsmomentes vom Auflager bis 


ss 
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Bild 8. Zusammenstellung der Isochromaten von verschiedenen Bild 9. Verlauf der Isoklinen und Hauptbiegungsmomentenlinien 


Laststufen (Last in kp). Die Zahlen in Klammern bedeuten die 
Ordnungen der Isochromaten 


zur Last waren quer zur Balkenlängsachse verlaufende parallele Isochromaten zu beobachten, 
wobei die Ordnungen der Isochromaten zur Lastangriffsstelle hin zunahmen. Bild 10 zeigt einen 
Ausschnitt eines derartigen Isochromatenbildes. Bezeichnet man mit Ax den Abstand, längs 
dessen sich der Gangunterschied um Am ändert, dann errechnet sich die gesuchte Konstante C 
aus der Beziehung 


worin P noch die Größe der Einzellast bedeutet. Aus mehreren Aufnahmen wurde für eine 
Lichtwellenlänge von A = 589 mu 

C = 0,068 (cm/kp) 
errechnet. 


Bild 10. Eichaufnahme, P = 36,5 kp. Ausschnitt eines Zweischichtenstabes auf zwei 
Stützen mit mittiger Einzellast. Durchstrahlung in Lastrichtung (A = 589 my) 


‘Mißt man die beiden spannungsoptischen Konstanten K, und K, einzeln und ebenso auch 
die beiden Elastizitätsmoduln E, und E,, so kann man die Konstante C auch aus folgender 
Beziehung ermitteln, die sich bei einem Vergleich der Gln. (5) und (6) ergibt: 

De 24n(K,—K,) 
n+14n-+1 


Für die vorliegenden Werkstoffe ergaben sich für das Verhältnis der Elastizitätsmoduln 
n = Eypısor : Epieri = 1,4 und für die beiden spannungsoptischen Konstanten K, = 0,0413 
(cm/kp) für VP 1527 und K, = 0,0044 (cm/kp) für Plexiglas (letztere Werte gelten wiederum 
für A = 589 mu und haben verschiedene Vorzeichen), so daß sich aus Gl. (20) für C wiederum 
der obige Wert ergibt. Die Abhängigkeit des Wertes C von n ist sehr geringfügig. 

Bei der Platte ließen sich nun die maximalen Torsionsmomente nach der Beziehung 


m-h 
6 2 > ee TO (21) 


ANFIREN? RANG BE PERF (50, 
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berechnen, wobei — um die Momente auf die Lasteinheit zu beziehen —, unter m der durch den 
jeweiligen Zahlenwert der Last dividierte relative optische Gangunterschied (bzw. Isochromaten- 
ordnung) zu verstehen ist. 


5. Auswertung und Ergebnisse 


Aus den aufgenommenen und in Bild 6 bzw. Bild 8 dargestellten Isochromaten konnten 
nach Bestimmung der Konstanten C nunmehr nach GI. (21) die maximalen Torsionsmomente 
über die ganze Platte berechnet werden. Bild 11 


ä nn stellt die Kurven konstanten maximalen Tor- 
#2 Be sionsmomentes für eine Einzellast vonP=1kp 
2 m ESS dar (linke Plattenhälfte). Mit Hilfe von Tyaz 

Non und den in dem Bild7 bzw. Bild9 dargestellten 
u 


AI.NSE 
ZN 


9 


I®) 


Isoklinen ließen, sich ebenfalls für die ganze 
Platte die Torsionsmomente T,, nach der Be- 
ziehung = 
hälfte). 
Damit waren die Voraussetzungen ge- 
Bild 11. Linke Plattenhälfte: Kurven konstanter maximaler Tor- {i .p D - 
sloimorhente Iakkp. Bedhle Plünennäifte vertan ider Kurven Biegungssteifigkeit alle Faktoren bis auf den 


Ty = Tu in2® .. . » (22) 
» IN N berechnen. Bild 11 zeigt die Kurven konstan- 

| 

= 
7 schaffen, um die einzelnen Ersatzmomente m, 
\ \I und m, mit Hilfe des Auswerteverfahrens 
\ ( (= nach den Gln. (17) über die ganze Platte zu 
> ermitteln. 

gleichen Torsionsmomentes Tzy in kp. Zahlenwerte gelten für eine ortsveränderlichen Faktor A? herauskürzen 
es (wegen der Gültigkeit von Gl. (9)), lassen sich 


ten Torsionsmomentes T,, (rechte Platten- 
Da sich in den Gin. (17) noch aus der 
die auszuwertenden Gleichungen folgendermaßen schreiben: 


\ ne), = "| 2. (T,,[h®) dy + ), . (23), 
= =hr je ° (T,,|1) de + An Bo . (24). 


Mit der Integration wurde zweckmäßig an den Plattenrändern begonnen, weil dort die Ersatz- 
momente aus den Randbedingungen bekannt sind. So ist längs des eingespannten Randes 
0w/0x® = 0 und somit auch (m,)p, = 0. Längs des freien Randes x = 0 bzw. x = 15 cm ist 
M,=0undp=(), so daß sich aus der Beziehung 


M,.—-M = 32 Tu W200 Re re. 3 
folgende Randwerte ergeben: 
(m,)p, = (M,)r; = —2 (T az), Be N er (26). 


Beachtet man noch, daß die Dicke der vorliegenden Platte nur in der y-Richtung veränderlich 
ist, woraus folgt 
ge oT 
= (Tu) Sl8- 5 und Aplhp,=1, 


so lauten für die vorliegende Kragplatte die Gln. (23) und (24) endgültig: 


m, A Er 
r En 5 a © I ER ERET aan er AE (27), 


o 


P 


Bi — hr: EB Ih)de— —— (Tu Vor e (28) 
1 + wr a» 1 + u ee ne 


Es wurden nun T,, für die Schnitte y = const. und T',,/h? für die Schnitte x = const. aufgetragen 
und diese Kurven graphisch differenziert, was am einfachsten dadurch erfolgte, daß die Dif- 


ferenzenquotienten 
A, En AXT;,/h) 
Az Ay 


gebildet, diese jeweils als Annäherung für die Differentialquotienten an der Stelle x + = bzw. 


y-+ 3 gesetzt und die Punkte zu einem Kurvenzug verbunden wurden. Die Größe von Ax 


und Ay konnte so dem verschieden gekrümmten Verlauf von T,, angepaßt werden. Die Ersatz- 


momente m,/(l + u) und m,/(l + u) ließen sich dann aus diesen Differentialquotienten nach 
den Gin. (27) und (28) ermitteln. 


Um z.B. m,/(l + u) zu erhalten, wurden die Differentialquotienten 2 Taylt) für 


hinreichend viele Schnitte y = const. als Funktion von x aufgetragen und das Integral durch 
Bestimmung des Flächeninhaltes zwischen dem Randpunkt P/ und dem Laufpunkt P ermittelt. 

In Gl. (28) wurde zur Berechnung der Integrationskonstanten (Randwert) mit einer 
Poissonschen Konstanten von u = 0,4 gerechnet. Das ist etwa der Mittelwert der von beiden 
verwendeten Kunststoffen gemessenen Poissonschen Konstanten. 
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Bild 13. Randmomente bei einer Einzellast von 1 kp. 


© durch Integration vom eingespannten Rand aus gewonnen, 
= const. in kp. Zahlenwerte @ direkt gemessen 


Bild 12. Linke Plattenhälfte: Kurven ir 
m 
Rechte Plattenhälfte: Kurven i & 


gelten für eine Einzellast von 1kp 


= const. in kp. 


Auf diese Weise wurden die Ersatzmomente m,/(l + u) und m,/(l + a) über die ganze 
Platte bestimmt. Die Ergebnisse sind in Bild 12 wiedergegeben. Die Zahlenwerte gelten selbst- 
verständlich wiederum für eine Einzellast von P=1kp. An der dem eingespannten Rand 
gegenüberliegenden freien Plattenseite konnten die dort direkt gemessenen Werte wegen der zu 
Gl. (26) analogen Randbedingung 


a ee LT an  Eane Heer Ale Br 


(a: Kantenlänge der Platte) zur Kontrolle dienen. Die Übereinstimmung war zufriedenstellend, 
wie aus Bild 13 hervorgeht. Dort sind die Randmomente der Platte aufgetragen und insbesondere 
längs des Plattenrandes y = a die Punkte, die sich aus der direkten Messung und aus der Inte- 


-gration vom eingespannten Rand aus ergaben, zum Vergleich unterschiedlich gekennzeichnet. 


Falls nur ein Ersatzmoment durch Integration ermittelt worden wäre, hätte auch daraus 
schon nach folgendem, durch den Mohrschen Kreis gegebenen Zusammenhang 


m, Mm 

1i+u 1-+u 
das andere Ersatzmoment berechnet werden können. Bei der Auswertung zeigte es sich äußerst 
zweckmäßig, beide Ersatzmomente durch Integration zu ermitteln und Gl. (30) außerdem noch 


zur Kontrolle heranzuziehen, um so ein in sich geschlossenes Bild von der Momentenverteilung 
zu bekommen. 


ES COS 2 TE RE a ei (80) 
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Mit der Ermittlung der beiden Ersatzmomente m, und m, ann 
Platte vollständig bestimmt, denn die Biegungsmomente lassen sich nun leicht 
ziehungen ji 


3 1 r1 
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17 = ng 
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errechnen. In Bild 14 sind die Kurven konstanten Momentes M, und konstanten Momentes M, 
dargestellt. Für einige Schnitte y = const. wurden die Querkräfte Q,, nach der Beziehung Rn 


Re 


Me4- : 


) 


[’) P} 6 9 12x[cm] 15 


Bild 15. Verlauf der Querkräfte Qy>für verschie- - 
dene Schnitte. 


15cm 
y- Som: f Qy: dx = 1,07 [kp]; 


15cm 
Bild 14. Linke Plattenhälfte; Kurven My = const. in kp. —=8cm: »dz = 1,08 [k 
Rechte Plattenhälfte: Kurven My, = const. in kp. Einzellast 1 kp 2 y { Qy > ‚08 [kp] 


sichtlich des Elastizitätsmoduls homogene Platte, die in ihrer Form, Belastung und Ein- 
spannung der Zweischichtenplatte gleicht, aus den ermittelten Biegungs- bzw. Torsionsmomen- 
ten vermittels des Geradliniengesetzes: 


12 M, 
0, = Sr: #7 . 0, —- 7 z s Toy = oo h3 Ne ER (34). 


Die Modellplatte bestand ja hier nur deshalb aus zwei Schichten, um einen spannungsoptischen 
Effekt zu erhalten und war als Nachbildung einer homogenen Platte gedacht. 


6. Kontrolle und Übertragung der Ergebnisse 


Es besteht die Möglichkeit, die spannungsoptischen Ergebnisse durch Momente M. ytot, die sich lediglich 
aus der bekannten äußeren Last und ihrem Abstand von den betrachteten Schnitten y = const. berechnen 
lassen, zu kontrollieren. Es gilt nämlich, wie sich auch aus der Plattengleichgewichtsbeziehung (33) ableiten r 
läßt, die Beziehung | 


15 cm 1 
(Myıo)y = ( S Mr de) = PIBB— N) IH RAEER (35). 4 
= Y 


Die Integrale / M,dx wurden für verschiedene Schnitte y = const. mit einem gegenseitigen Abstande von - 
lem aus den spannungsoptisch gewonnenen Werten für M, ermittelt und die Ergebnisse den nach Gl. (35) 
unmittelbar berechneten Werten gegenübergestellt. In Bild 16 sind die Biegungsmomente M y für die Schnitte 
y = const. aufgetragen, woraus sich die Integrale durch Ausmessen der Flächeninhalte ermitteln ließen. Außer- 
dem zeigt Bild 17 die genannte Gegenüberstellung. Die eingetragenen Meßpunkte stellen die Werte der Inte- 
grale dar, die im Idealfalle auf der ausgezogenen Geraden liegen müßten. Außerdem können die im voran- 
gegangenen Abschnitt für verschiedene Schnitte y = const. berechneten Integrale /Qy;dx ebenfalls als Kon- | 
trolle der Meßergebnisse angesehen werden. i 

Die Übertragung der an der vorliegenden Modellplatte ermittelten Biegungsmomente, Torsionsmomente, 
Querkräfte und Spannungen auf andere Platten (sogen. „‚Hauptausführungen“) ist exakt nur für den Fall 
einfach durchzuführen, wenn die Poissonschen Konstanten wuy der Modellplatte (uy bedeutet die gemeinsame 
Poissonsche Konstante der beiden Schichten der Zweischichtenplatte) und u der Hauptausführung über- 


n 
BEN 


einstimmen. Handelt es sich um Platten mit konstanter Dicke, dann ist auch im Falle UH = um eine einwand- 
freie Übertragung immer dann möglich, wenn die Plattenränder eingespannt sind oder frei drehbar aufliegen 
(geradlinige Ränder vorausgesetzt). Sind freie Ränder vorhanden, dann bereitet auch bei Platten konstanter 
Dicke die Übertragung schon Schwierigkeiten, falls KH um ist. Jedoch kann man mit Hilfe zusätzlicher 
Versuche durch schrittweise Annäherung zum Ziele gelangen [16]. 

In unserem Falle, d.h. bei Platten mit veränderlicher Dicke ist im Falle ug # um auch bei freiauf- 
liegenden und eingespannten Rändern eine genaue Übertragung nicht mehr möglich. Die Ursache liegt darin 
begründet, daß in der Differentialgleichung für die Durchbiegung von Platten mit ortsveränderlicher Dicke 
selbst die Poissonsche Konstante auftritt. Setzen wir jedoch die Gleichheit der Poissonschen Konstanten 
voraus, dann bereitet auch hier bei freien Rändern die Übertragung keine Schwierigkeiten mehr. 
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Bild 17. Überprüfung der Be- 
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wobei das Integral aus den span- 
mal nungsoptischen Ergebnissen bei 
1kp Einzellast berechnet wurde. 
Die ausgezogene Gerade wurde er- 
Bild 16. Die Biegungsmomente M‘ yfür rechnet aus — P (13,5 —y) und 
Schnitte y = const. die eingezeichneten Kreise bedeu- 

. ten die Integralwerte 
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Im Folgenden soll gezeigt werden, wie unter der Voraussetzung ug = uy die Übertragung bei Platten 
mit veränderlicher Dicke zu erfolgen hat. 

Es wird vorausgesetzt, daß die Modellplatte und die Hauptplatte hinsichtlich ihrer geometrischen 
Formen, ihrer Belastung, ihrer Deformationen und Randbedingungen einander ähnlich sind. Die Ähnlichkeit 
der Längenabmessungen, der Plattendicken und der Lasten lassen sich durch die Maßstäbe k,, k, und k, aus- 
drücken: 


lu hH - Pu 
— . — a re et alte ior ter "er na sel sa a haite 36 . 
a eh ne (36) 


Hier wie im folgenden bezieht sich der Index M immer auf das Modell, der Index H auf die Hauptausführung. 
Für die Lastverteilung pro Flächeneinheit ergibt sich dann 


vu _Pa Fu _k 37 
ee 00 EOMMETE EEZDZE (37). 


Außerdem kann die Ähnlichkeit der Durchbiegungen angenommen werden, was an und für sich schon die 
Gleichheit der Poissonschen Konstanten voraussetzt:} 


RT. „Asse. Ze AM (38). 
WM 

Für das Verhältnis beider Elastizitätsmoduln setzen wir noch 
Eu 
—— Dr Keen Dres 39). 
mh (39) 


(Bei Anwendung des Zweischichtenverfahrens ist unter Zy der resultierende Elastizitätsmodul E zu verstehen.) 
Die Differentialgleichungen für die Plattendurchbiegungen lauten für die beiden Platten unter der Voraus- 
setzung ug = UM = MW: 


Bu Adon +2 ER 50. Au +28 20 Au + en el Se 
91H: ee Be a EEE RR: (40) 
Bu Aduu + 2.50 Au +2 Ze u Au + x (a rl + ne ar A er) 
TER NL. un ir NH art ne (41) 
Unter Benutzung der Maßstäbe (36) bis (39) folgt daraus, indem man Gl. (41) in Gl. (40) einsetzt: 
. DE TEE 2 oe Tee ae ee (42), 


2) %, kann nur innerhalb der Kirchhoffschen Bedingungen frei gewählt werden. 
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woraus sich schließlich für den Durchbiegungsmaßstab ka ergibt, falls noch Gl. (37) berüc ki 

, DR 

" puliı ki a a 

Somit erhält man die Durchbiegung bei der Hauptplatte aus der entsprechenden Durehbi 
platte auf folgende Weise: 


| ku, ins na Blue mal ee 
za u — HE; & a Dr ee Er 
| le haha Br 
Daraus folgt für die Krümmungen bzw. zweiten Ableitungen: I 2 
r Sun _,„Bu un, 2un_5„.Bu.2uu Bun _, Du wu 
; Beh, BE or U röfe, 5, Dei den ÖyH Bu öxy öym 
Ke3, | und schließlich für die Biegungs- bzw. Torsionsmomente: 
1 &uwy wy\ _ 
Mey = Bug trag) Me 
pr &wy öwy r- 
Be - zer Bri— + Zee En ER 
> Myy 3 DM 67 u =) 3 -yy 
Be, Ben 
Ber. T,y=—kil—u) But zu öye he Tau 
io j | 
h 3 Die Annahme gleicher Poissonscher Konstanten war notwendig für den Übergang von den GIn. (40) und (41) 
Mn zu Gl. (42). | = Fer 
£ Durch die Randbedingungen können nun keine zusätzlichen Schwierigkeiten mehr auftreten. 5 
eines ER Randes, z. B. x S const., verschwindet nach Gl. (45) gleichzeitig mit M,y auch M;n. Den Span- 
nungsmaßstab erhält man, indem man die Gln. (34) für M und H durcheinander dividiert, den Dickenmaßstab 
und die GIn. (45) berücksichtigt. Es ergibt sich: 
. %ıg %pg Teyy k; 


Gy Iyy u - 
So bleibt zum Schluß nur noch die Übertragung der Querkräfte. Da diese durch die Plattengleichgewichts- 
beziehungen folgendermaßen mit. den Biegungs- und Torsionsmomenten verknüpft sind 


__ 0Mz | 8Tzy _0M, , Tzy 
et mg re, Vinte Tea BEE ESTER 
ergibt sich für sie folgende Übertragungsmöglichkeit: 
k k 
Ozzz = ge Qazyei Org Qu nr nenne (48). 


Da unsere Forschungsarbeiten seitens des Akademiemitgliedes, Herrn Prof. Dr. K. Schrö- 
der, eine besondere Förderung erfahren haben, möchten wir nicht versäumen, an dieser Stelle 
ihm unseren aufrichtigsten Dank auszusprechen. 
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Zur Stabilität der Couette-Strömung 
Von F. Schultz-Grunow 


Obwohl die Oouette-Strömung bei rotierendem Außen- und ruhendem Innenzylinder als Experimentum 
Crucis der Stabilitätstheorie der Grenzschichten gilt, ist ihre Stabilität noch nicht geklärt. Es wird gezeigt, 
daß sich das Stabilitätsproblem exakt behandeln läßt. Dabei wird Stabilität gefunden. Daß trotzdem die 

. früheren Versuche Turbulenz ergaben, wird durch Nebeneffekte erklärt auf Grund eigener Versuche, mit 
sichtbar gemachter Strömung. 


Though the Couetteflow, in the case of rotating external and stationary internal cylinder, is considered an 
experimentum crucis for the theory of stability of boundary layers, the question of its stability is actually 
not seitled. It is shown that the stability problem can be treated in a rigorous way, and that stability is found. 
The fact that previous experiments have given turbulence is explaimed by secondary effects; this explanation 
is corroborated by own experiments using the visible flow method. 


Bien qu’au cylindre exterieur tournant et au cylindre interieur en repos le courant-Couette passe pour 
experimentum crucis de la theorie de stabilite des couches limites, sa stabilitE n’a pas encore et& deter- 
min£e. Il est demontre que le probleme de la stabilite peut ötre traite d’une manitre exacte. On y trouve de 
la stabilite. Sur la base d’experiments a l’aide de courant rendu visible on explique que les experiments 
precedents ont eu pour resultat de la turbulence causee par des effets secondaires. 


HecMmoTpA Ha To, yTO TeyeHune Tuna Ky3TT Ipu Bpamaroımemca BHeIIHeM MH HOKOWIIEMCA 
BHYTpeHHeM IIMJAUHNPEe CUHTAeTCA PeIMaloIlMM ONEITOM TeOopUH YCTOÜYMUBOCTU HOTPAHHYHBIX 
CIIOEB, ETO YCTOÜYUBOCTB EINE He BbICHeHa. SIAEecb MOKA3bIBAeTCA, YTO 3AaNAayy YCTOÜYHUBOCTU 
MO3KHO PeIIHTb TOYHO. Ilpm 3TOM 0O6Hapy>kKHBAaeTcA YCTOAYUBOCTb. To O6CTAATEIBCTBO, YTO 
paHbme INpH ONEITaX O6Hapy>KuUBallach TYPÖYJIeHTHOCTB, HA OCHOBAHNH COÖCTBEHHEIX ONBITOB 
C BU3yalIbHbIM HA0JIIONEHHEeM TeYEeHUA, OOACHAETCA IIOCTOPOHHNUMH ABJIEHNUAMN. 


Bei der Couette-Strömung zwischen zwei konzentrischen Zylindern hat man grundsätzlich 


verschiedene Verhältnisse, je nach dem der äußere oder innere Zylinder rotiert und der andere. 


ruht. Während im zweiten Fall an der theoretisch und experimentell in bester Übereinstimmung 
stehenden Stabilitätsgrenze stationäre Ringwirbel entstehen [1], schloß man im ersten Fall vor- 
nehmlich indirekt durch Messung des Drehmomentes auf die Entstehung der Turbulenz. Dieses 
Resultat steht aber in Widerspruch zu den Ergebnissen der Stabilitätstheorie für die Couelte- 
Strömung zwischen ebenen Wänden [2], [3], [4], welche als Näherung für sehr kleine zylindrische 
Spalte angesehen werden kann. Zwar ergab die Stabilitätsuntersuchung der freien Grenzschicht 
[5], die sich im ersten Augenblick beim plötzlichen Anfahren einer der Wände einstellt, Insta- 
bilität, jedoch ist damit nicht geklärt, warum auch bei der anschließenden stationären Strömung 
die Turbulenz weiter besteht. Eine ähnliche Stabilitätsuntersuchung der Anfahrströmung an 
einer konkaven Zylinderwand [6] kann daher auch nicht die Turbulenz in der stationären Strö- 
mung zwischen Zylindern erklären. Wie nun hier gezeigt wird, läßt sich die lineare Stabilitäts- 
untersuchung einer Couette-Strömung zwischen zylindrischen Wänden mit rotierender Außen- 
wand exakt, ohne die üblichen Vernachlässigungen durchführen. 

Wenn r den Radius, y den Umfangswinkel, u die tangentiale, v die radiale Geschwindigkeits- 
komponente, p den Druck, o die Dichte, » die kinematische Zähigkeit bedeuten, so lauten die 
Navier-Stokesschen Gleichungen 


ou ou Dun UD. 1 op ur Lou. 0 Or | 
an Tre enöy. "ar ra 2 ' ro! ro’ 
ov ov ov ur, 1 op e 1 KR a 1} t &@u 722 = 
ae Ne RERHET Ta re ER 


Es wird die von der äußeren Zylinderwand radial nach innen gezählte Koordinate y und die auf 
diese Wand reduzierte Umfangskoordinate x eingeführt. Mit dem Radius des äußeren Zylinders r, 


ist 


T=n—y, ry=- AI. 
T, 
Hiermit ergibt sich, wenn von nun ab r den Radius des äußeren Zylinders bedeutet, 
ou ou r ou uv TineR 
ana ITe Te yeMOTy0% 
u 1.100 u 4 | r 15 27T e 
lo r—yy (—y® \r—y) 8 (yon a). 
ov ov Ki) VE 1 op 
al ErÜE r etT—y o 0% 
ve 1 & v r ) oe air; Qu 
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Es wird in die Hauptströmung mit der Geschwindigkeit U und dem Druck P und in die 
überlagerte Strömung mit den Werten u’, v’, p! 
u=U+u, v=V, p=P+p 
unterteilt. Für die Hauptströmung folgt aus der Bedingung, daß in jedem konzentrischen Zy- 
linderschnitt das gleiche Moment wirkt, wenn mit V die Umfangsgeschwindigkeit des äußeren 
Zylinders bezeichnet wird und mit r, der Radius des Innenzylinders, 
= ner, ne, U" ae Pe BT.‘ 
z I u 


Nach Einführen in (1) ergibt sich, wenn von nun ab die Werte der überlagerten Strömung 
mit u, v, p bezeichnet und nur die linearen Glieder in u, v berücksichtigt werden, 


ou r ou dU Uv r 10p 
Try au ra Te 
ee = +) - 2 
Try Cry) ai GW ypänl’ 
cv Tr Al 1 op 
ar at 
inlar 2 alle erbeten ea 
’|% Try Gig 022 (r— y)orl' 
Mit der Stromfunktion y und den Beziehungen 
na BE 3 
a VE En (3), 


den Bezeichnungen %,, y, für partielle Ableitung nach x und y, sowie der Bezeichnung U’ für 
dU/dy wird 


T 
Kan Er 


> ra Ur r 10op 


T 
U a an a na ——— = — 
a Br yo 


T.UM 2U 1 op 
u —) eben > 
re 

Pe a) | Ania Try Vazz #7 pp Pa 


erhalten. Den Druck eliminiert durch partielle Differentiation der ersten Gleichung nach y, der 
zweiten nach x und mit der Bezeichnung 


Ay — | h A Yu; Yun — „tt... a VIE (4) 
Try zı vy r—y . . 
wird 


a, Y Ber 
en A u(4 a) v _ 8. si be SIEBERT 
Ay rt au ern "HE Se, U'’w„,=»v - AAy. 
Nun der Rayleighsche Störungsansatz 


y=oly) lem) , en a re (5) 
und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
ang 
6m, up # aa data > es es (6) 
eingeführt, erhält man 
hr 2“ op r—y U’ U ) 
Due Ce a Eu en 
| r—yl "9 7—y ah er» 
iv | r ) i ar 2r 4r 
a a Fallen) a Bye. 2 
pP Tg Po eg a 
= et: Pe; p' p” 2 
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(7) ist bereits bekannt [6]. Es werden nun aber nicht die üblichen Vernachlässigungen der 
Stabilitätstheorie eingeführt. Zunächst ist zu bemerken, daß der Faktor von op auf der linken 
Seite Null ist. Diese wesentliche Vereinfachung tritt immer dann auf, wenn sich, wie hier, die 
Te aus einem Potentialwirbel und aus einer Drehung als starrer Körper zusammensetzen 
äßt. 

Führt man dann noch die Größe 


„ i T 3 \ 
L(y) = p — — er ea -) Ga u Terre AR (8) 
ein, so wird aus (7) 
T—y iv(r—y,, 1 r 
U— I "— — L'’ — 0? —— 
| FG Fir, = L „1 or ee: (9). 


Mit (8), (9) ist die Differentialgleichung 4. Ordnung (7) auf zwei Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zurückgeführt. Ferner ergibt sich 


Ay DDP an (10). 
Mit den dimensionslosen Größen 

=, I=y: Kon R--1 le circh a1) 

wird aus (8) 
den!o.— ie —o=eri—nL ......:. (12) 

und aus (9) 

Bar pda 2|2=- Se y OB gt Re 13 

7 N Sn N ee (13), 


wo nun L, g als Funktionen von n zu verstehen sind. Nun (2) und die abkürzende Bezeichnung 


eingeführt, ergibt sich aus (13) 
ri 


am un Bl) um +B+a—me|ı-0 9. 


Nach Multiplikation mit x R/i und mit den weiteren abkürzenden Bezeichnungen 
aA=n2—ixnRB, 
r\2 
b= inRt— in RB() 
0 
und der Substitution 


z= bin) 
gelangt man zur Besselschen Differentialgleichung 
Dal, m he (ZU AB Lime aan En a ne en (16). 


Sie hat eine Stelle der Bestimmtheit bei z = 0, d.h. außerhalb des Spaltes. Es fehlt auch die 
kritische Schicht, wo c, = u (c, = R(c)), denn nach (9) ist u = c, am Außenrand, und schon 
deshalb ist zu vermuten, daß unsere Untersuchung Stabilität ergeben wird. Aus (12) läßt sich 
dann mit der Methode der Variation der Konstanten ermitteln. 

(12), (15) bzw. (16) sind völlig exakt im Rahmen der linearen Störungstheorie. Da keine Ver-- 
nachlässigungen eingeführt sind, gelten sie für kleine und große Spalte als auch für kleine und 
große Reynoldssche Zahlen. Mangels ausreichender Tabellen für Besselfunktionen gebrochener 
Ordnungszahlen ist es einfacher, unmittelbar von Reihenentwicklungen nach n auszugehen und 
die Methode der unbestimmten Koeffizienten anzuwenden. 

Nach Erweitern von (15) mit x R/i und mit den abkürzenden Bezeichnungen 


2 
) = +inRB(2) iaRBrin RL, 
Pe 
m-—i»R2B(2) +2LixR, 
r\® ; 
n =iuRB(Z) —[ixR 
To 
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wird 
d-n?L"—U—)U—(d+my+np)L=0 


erhalten. 


Mit dem Reihenansatz 
L=,+4n+ oe wie a,n® ei Pi IR Be a 


ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen für die Koeffizienten a 
= (m +1), 
%=%+ [da +mal, 
= 45 5,+d-),+ma+ng)], 
= [284 + (—9N)a+ma+na] 


usw. mit der Rekursionsformel 
khk—1)),y = (k—-1)@h—3) 1 + I k— May. +mas+na;l. 
Diese Entwicklung in (12) eingeführt, erhält man mit dem Reihenansatz 
9 =rb+bhn+ ben] 


die Bestimmungsgleichungen 


Boura» Ag 
Bananz 
1—x a a 
Der 


1 
=; 15-49). +m—20,+M), 
= 8-0 -M+m— 2a ta] 


usw. mit der Rekursionsformel 
h(khk—Y)b, = (h—1) 2 h— 3) bi + 1 — (k— 2%) + mn — 24, + au- 
Es verbleiben also die vier Konstanten qa,, Q,, d,, d, zur Erfüllung der Randbedingungen 
Yo = 0 > po = 0 
an den Rändern 7 = 0, n = ö. Man sieht sofort, daß b, = b, = 0 ist wegen der Randbedingung 
bein = 0. Um die restlichen Randbedingungen befriedigen zu können, müssen die »7°-Glieder 
noch berücksichtigt werden, damit aber auch die für die Stabilitätsaussage notwendigen Para- 


meter x, & wenigstens in / auftreten, müssen mindestens auch die 7*-Glieder berücksichtigt werden. 
Hier wird die Reihenentwicklung bis n° getrieben, damit alle Faktoren /, m, n berücksichtigt 


werden. 
Die Koeffizienten b, durch a,, a, ausgedrückt, ergibt sich 


b, = 0,5 a, db; = 0,16667 (a, + Qa,) 
b, = @ [0,125 + 0,04166 (x? + D)] + a, 0,08333 , 
b; = a, [0,1 + 0,06667 x? + 0,03333 2 + 0,00833 m] 
+ a, [0,05833 + 0,00833 x? + 0,00833 1] , Re SE 
b, = ay [0,08333 + 0,08195 x? + 0,02638 7 + 0,00833 m 
+ 0,00139 x! + 0,00139 x? + 0,00278 n + 0,00139 2] 
+ a, [0,04583 + 0,01528 x? + 0,009722 1 + 0,002778 m] 
Die beiden restlichen Randbedingungen 9 = @' = 0 bei n = ö liefern 
,+bö+b,9®°+b° +b,öt=0, 
26,+355+45,8° +55,8° +6b,6t=0. 


(19) eingeführt, ergeben sich zwei lineare homogene Gleichungen für a,, a,. Nullsetzen der Deter- 
minante und Trennung des Real- und Imaginärteils liefern zwei Bestimmungsgleichungen für 


ni EN 
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die Real- und Imaginärteile £,, &; von £ zu vorgegebenen Werten von x, R,ö. Wegen der g- 


schlossenen Kreisform des Spaltes kann x nur ganzzahlig sein. 
Nach Einführen von (16) ergibt der Imaginärteil, wenn 


2 =%ı% R 6? &; 
gesetzt wird, ; 


— 16,67 + 33,33 6 — (25,45 + 2,313 #2) 6°? + (11,23 + 6,714 22) 6°? — (1,8 + 3,01 22) ö% 

+ 5, [11,11 — 16,67 5 + (9,71 + 1,389 »2) 6% — (7,53 + 4,859 #2) ®® + (2,725 + 2,085 x) 4] 
= q 62 [1,85 — 2,094 6 + 0,7 82? + £,(— 1,389 + 1,175 — 0,238 9)] - --... 2... (20) 
und der Realteil liefert mit den abkürzenden Bezeichnungen 

1 
=xR(I— =xRi— -—- ——— 
p= x R( BE) ; S—#R sat 


83,33 (1 + 6) + [80,55 — 11,11 #2 — 5,555 q] 62 + [77,78 + 22,22 #2 + 5,555 q] 6° 
+ [—- 19,78 — 43,05 x? — 2,03 q — 0,6942 (#4 + z2 9) — 0,3471 (g2? — p2)] ö% 
+ 2,42— 4,2224 2,725 q + 3,471 2° + 2,086 2? +0 118 ?—0,58 p?—0,462 ps] 8 =0 (21). 


Bis zu dem Maximalwert £, = 1, dem nach (11) eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich der 
Umfangsgeschwindigkeit V des Zylindees entspricht, ergibt sich aus (20) ein negativer Wert von g, 
also Stabilität, solange unsere nach Potenzen von n entwickelte Näherungslösung als genau 
genug angesehen werden kann. Bei der maximalen Wellenlänge der Störung gleich dem Zylinder- 
umfang mit dem entsprechenden Wert x = 1 ergibt sich diese Aussage bei ö = 0,8, also bis zu 
einer Spaltweite von 80% des äußeren Zylinderradius und beix = 10 bis ö = 0,4. Instabilitäts- SE 
bereiche ergeben sich aus (20) erst bei £,> 1 und zwar beix = 1, ö = 0,1 zwischen 1,293 <Z, Be 
< 1,424, bei x= 10, ö = 0,1 zwischen 1,293 < £,< 1,458, beix = 1, ö = 0,2 zwischen 1,253 
< L, << 1,350 und bei x = 10, ö = 0,2 zwischen 1,253 < Z, < 1,512. Dabei ist die untere Grenze 
nur von ö und nicht von x abhängig. Aus (21) ergeben sich hierzu positive, reelle Werte von 
F x» R, z.B. R= 1670 zuö=(0,1,x=1, £, = 1,35 und R=29 zu ö — 0,8 und den gleichen x, 
‚Werten, denn das erste Glied von (21) ist dann das absolut größte und die p-, s-Glieder ergeben 
ein negatives (x R)?-Glied. 


Es erhebt sich die Frage, ob das erhaltene Resultat vollständiger Stabilität mit der 
; Wirklichkeit übereinstimmt. Nach den Versuchen von Couette [7], Mallock [8], G. I. 
Taylor [9] und F. Wendt [10] scheint das nicht der Fall zu sein. Deshalb wurden neue Versuche 


av 


” angestellt, bei denen nun nicht das Einsetzen der Turbulenz an dem aufzuwendenden Drehmoment 
| gemessen wurde, wobei man nämlich die Randeffekte mit mißt, sondern unmittelbar beobachtet 
j wurde mit einem Verfahren zur Sichtbarmachung von Strömungen [11], das auch Einzelheiten 


mit großer Genauigkeit erkennen läßt. Außerdem wurde auf bestes statisches und dynamisches 
Auswuchten, ferner, wie auch bereits bei den Versuchen von G. I. Taylor [9], auf möglichst 
genauen Rundlauf und hohe Zentrizität der Zylinder Wert gelegt. Da die Komplikation der 
Drehmoment-Messung entfiel, dürften diese Bedingungen leichter zu erfüllen gewesen sein als 
bei den früheren Apparaturen. Die neue Versuchseinrichtung, für die vielfache Erfahrungen 
im Bau von Couefte-Viskosimetern zur Verfügung standen, ist in Bild 1 dargestellt. Der 
äußere Zylinder (a) ist aus Glas. Sein Innendurchmesser ist auf 0,01 mm genau. Die Endscheiben 
werden durch zwei Zugstangen b an den Glaszylinder gedrückt. Der Spalt ist also vollkommen 
abgeschlossen und gefüllt, so daß eine freie Oberfläche, die den Drehzahlbereich einschränkt und 
komplexe Randstörungen verursacht, vermieden wird. Der innere Zylinder i ist auswechselbar. 
Es wurden drei Innenzylinder mit 42, 46, 47,5 mm & verwendet. Die zugehörigen Spaltweiten 
sind s—=4, 2, 1,25 mm. Die Viskosität der verwendeten Flüssigkeit wurde unmittelbar vor 
den Versuchen jeweils im Höppler-Viskosimeter ermittelt. 


Die Versuche ergaben, daß in Übereinstimmung mit der Theorie, aber im Widerspruch 
zu den früheren Versuchen bis zu den höchsten Drehzahlen bei beliebigen Spaltweiten die Strö- 
mung stabilist. Das zeigen die in Bild 2, 3 wiedergegebenen Lichtbilder, die mit einer Belichtungs- 
zeit von 10-”s aufgenommen wurden. Daß es sich selbst bei höchst erreichten Drehzahlen 
um laminare Strömung handelt, zeigt der Vergleich mit den weiteren Aufnahmen turbulenter 
Strömungen. Auf die in Bild3 zu sehende Randstörung wird noch eingegangen. 


In Bild 4 sind die neuen Versuche den früheren gegenübergestellt, man sieht, daß Laminar- 
strömung noch bei 5--8mal höheren Reynoldsschen Zahlen erhalten wurde, ohne damit eine 
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keine Instabilität auftritt 


a äußerer, ö innerer Zylinder, 
b Zugstangen 


2 ä E z v Bild 3. I i ö 
Bild 2. Laminarströmung bei R= — = 5.105, 2 . Laminarströmung 
SR v ö Kir bei R= 1,9 - 10°, v = 0,775 cSt, Spaltweite 4 mm, 
v = 0,65 cSt, Spaltweite s= 2 mm, ö = s/r = 0,08, ö = 0,16, &; = 42mm, n = 2200/mnin, 


@i = 46 mm, n= 5000/min, Belichtungszeit 10? s Belichtungszeit 10-3 3 
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Wh 


; 


Bild 5. Einsetzen der Instabilität bei exzentrischem Kreis- 
zylinder. R = 1,7 - 10%, n = 200/min, Belichtungszeit 10-? 3 


u 


Bild 6. Verstärkte Einzelwirbel gegenüber Bild 5 
bei R = 2,5 - 10% 


Stabilitätsgrenze erreicht zu haben, denn die Drehzahl 
war lediglich apparativ begrenzt. Esseinoch erwähnt, 
daß in den Lichtbildern der horizontale schwarze 
Strich in Zylindermitte ein Draht ist zur Sicherung 
der Zugstangen 5 (s. Bild 1) bei hohen Drehzahlen. 


Es interessiert nun die Ursache der in den 
früheren Versuchen beobachteten Turbulenz. Dazu 
wurden Versuche mit einem exzentrischen Kreis- 
zylinder angestellt, bei dem bereits bei einer Rey- 
noldsschen Zahl R=1,69 :.10* schwache Einzel- 
wirbel auftreten (Bild 5), bei R = 2,54 - 10* (Bild 6) 
bereits stark ausgeprägte Wirbel und bei R= 6,76 - 10? 
(Bild 7) ausgebildete Turbulenz besteht, wenn die 
Drehzahl langsam gesteigert wird. Bei Vermin- 
dern der Drehzahl wird bei R=1,2-10* wieder 
Laminarströmung erreicht. Diese kritischen Re- 
Zahlen, die bei einer mittleren Spaltweite s von 
4mm, einer kleinsten von 2,5 mm, einer größten 
von 5,5 mm und einer dimensionslosen mittleren 
Spaltweite ö = s/r = 0,16 beobachtet wurden, ste- 
hen, wie das Diagramm in Bild4 zeigt, in recht 
guter Übereinstimmung mit den früheren Versuchen, 
so daß offenbar unbeachtete Exzentrizitäten oder 
Vibrationen an der Turbulenzentstehung beteiligt 
gewesen sein müssen. 


Daß Herstellungsungenauigkeiten die Ursache 
der Turbulenz sein dürften, zeigt auch der merkwür- 
dige Verlauf der Kurve, diein Bild 8 durch die früheren 
Versuche gelegt ist [9]. Ihr Abfall mit abnehmender 


Bild 7. Ausgebildete Turbulenz am exzentrischen 
Zylinder bei R = 6,8 - 10% 
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relativer Spaltweite deutet darauf hin, daß die Herstellungs 
bei kleineren relativen Spaltweiten stärker auswirkt. Ze 
Ferner wurden, um die Wellenlänge der Störung, die im Versuc 
Mr veränderliche Spaltweite nachgeahmt werden kann, zu variieren, neh 
Zylinder, der nach (11) dem Wert x = 1 entspricht, auch ein elliptisch 
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he stets zwischen den Werten 25mm 
o. eig. Messungen 5,5 mm variierte. Da nach (21) der Para- 
BEE Ua meter „R einen bevorzugten Einfluß hat, 
S Va ae wurde dieser Wert für das erste Auftreten 
0 der Instabilität über die ganze Zylinder- 
o jZ länge ermittelt. Es ergab sich N 
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Tabelle I : rr 


fi Parameter x R bei Einsetzen der Instabilität 
Exzentrischer Zylinder «= 1 zR=3- 10 
ee 3 0.0" De Elliptischer ns »= 2 xR=3,1- 10 
Ka Rotıerender 4-Kant „ sm AruR=3 IM 
Aufßenzylinder 6-Kant Am x»= 6 xR=3,8- 10% en ' 


| Bei diesen Eckenzahlen erweist sich x R als 


Bi = 
PR, ee charakteristische Größe der Stabilitäts- ’ 
be grenze. Jedoch sollte diese Auswertung nicht 
2 ai » 


mit der Stabilitätstheorie in Verbindung 

10? 001 01 10 gebracht werden, denn bei dieser sind an- 

N a a ER EEE dere und kleinere Störungen vorausgesetzt 

gebildete kritische Bemoldssche Zahl in Abhängigkeit von der als Sie im Versuch auftreten. Die Auswer- 

zallyan Epatip sit ung” tung in Tabelle I stellt lediglich einen Ver- 

such dar, um von der Erscheinung her zu 

einem Stabilitätskriterium zu gelangen. Der theoretische Stabilitätsnachweis müßte hier in der 

Weise durchgeführt werden, daß zunächst die Hauptströmung bei variierender Spaltweite in 

höherer Näherung. ermittelt und dann hierauf die Methode der kleinen Schwingungen an- 
gewandt wird. Diesbezügliche Rechnungen sind in Bearbeitung. 


Fernerhin gibt Bild 9 der Vollständigkeit halber eine Bestätigung der Stabilitätsunter- 
suchung [6] für plötzliches Anfahren, denn das Bild, das bei möglichst plötzlichem Anfahren 
aufgenommen wurde, zeigt deutlich Turbulenz. Es ergab sich, daß mit wachsender Anfahr- 
beschleunigung die Turbulenzentstehung sich zu höheren Drehzahlen verschiebt. Auch das steht 
in Übereinstimmung mit der Theorie, die für kleine Grenzschichtdicken eine höhere Stabilitäts- 
grenze als für größere ergibt. Jedoch darf die so errechnete Stabilitätsgrenze nicht auf den 
stationären Fall verallgemeinert werden, da die Turbulenz, wie schon dargelegt, und wie sich 
in den Versuchen stets bestätigte, sofort verschwindet, sobald der stationäre Zustand erreicht 
ist. Es ist auch zu bemerken, daß die Turbulenz nicht sofort stationär entsteht, sondern zunächst 
kurzzeitig entsteht und verschwindet. Bild 9 ist denn auch ein Augenblicksbild dieses Vorgangs 
und ebenso Bild 10. 


Schließlich sei auf einen Randeffekt hingewiesen, der noch eine andere Störungsursache für 
möglich erscheinen läßt als die zugrunde gelegte (5), daß nämlich die Turbulenz zunächst an den 
Zylinderenden entsteht und von dort in das Mittelgebiet hineinwächst. Bei der vorliegenden 
Apparatur (Bild 1) drehen sich die äußeren Scheiben mit dem Außenzylinder. Am Innenzylinder 
hat daher die Couette-Strömung (2) kleinere Geschwindigkeit als die Endscheiben. Die hier 
durch Reibung mitgerissene Flüssigkeit erfährt durch Zentrifugal- und Corioliskräfte eine krei- 
sende Bewegung in mehr oder weniger flachen Spiralen, die turbulenzfördernd wirken könnte. 
Beim zentrischen Zylinder ist das nur während des Anfahrens der Fall. Bild 3 zeigt ebenfalls 
noch eine geringe Randstörung vom Anfahren. Dabei kann sich die Turbulenz wie bereits er- 
wähnt und in Bild 9, 10 gezeigt, kurzzeitig über den ganzen Zylinder ausbreiten. Im stationären 
Zustand verschwindet auch die Turbulenz an den Zylinderenden wieder. Verwirklicht man aber 
eine variierende Spaltweite durch Verwendung eines exzentrischen, elliptischen oder Vielkant- 
zylinders so tritt die Turbulenz in den Randgebieten auch im stationären Fall auf. Am Sechs- 
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E kantzylinder zeigte sich die erste Instabilität in den Randgebieten bereits bei R = 5 - 10° ent- 
5 sprechend einer Drehzahl von 50 U/min. Mit wachsender Drehzahl entsteht hier zuerst Turbulenz 
(Bild 11), die sich dann wiederholend kurzzeitig und schließlich plötzlich über den ganzen Zylin- 
der für dauernd ausbreitet. Offenbar reicht für die Turbulenzentstehung am Rand die Rand- 
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Bild 10. Turbulenz bei plötzlichem Anfahren am 
zentrischen Zylinder während der Ausbreitung 
@ı; = 42 mm, Belichtungszeit 10? s 


Bild9. Turbulenz bei plötzlichem Anfahren am 
zentrischen Zylinder &; = 46 mm, v = 0,775 est. 
Belichtungsdauer 10? s 


störung allein nicht aus, es muß sich noch eine periodische Störung überlagern, entweder eine 
zeitliche, die durch Anfahren oder Vibrationen hervorgerufen wird, oder eine örtliche, hervor- 
gerufen durch variierende Spaltweite. 
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Jubiläum im Gezeitenrechenmaschinenbau Kos 
Von Günther Sager*) rt 


£ a. 

Ausgehend von der Bedeutung der Gezeitentafeln werden die beiden Verfahren zur Berechnung de 
Gezeiten umrissen und das Prinzip sowie der Bau von Gezeitenrechenmaschinen behandelt, wobei die un- 
längst vollendete dritte deutsche — zugleich die 25. Konstruktion ihrer Art in der Welt — näher besprochen 


wird. 3 

After an introduction reminding the reader of the importance of Tide Tables the two methods of compting 
such tables as well as the principle and the construction ‘of tide-predicting machines are explained. The 
construction of the third tide predictor that has recently been completed in Germany — the 25th machine 
of this kind in the world — is dealt with in detail. 


En prenant comme base la signification des tables des martes, les deux proc&des pour la caleulation des 
marees sont decrits, et le principe ainsi que la construction des machines & caleuler les marees sont traites, 
tout en discutant en detail la troisieme construction allemande qui a Et terminde depuis peu, et qui est en 
me£me temps la vingteinguiöme construction de son genre dans le monde. 


Ncxoasa u3 3HayeHuA TaOJIHI MOPCKUX IPHIIHBOB U OTIIUBOB NaeTca OYepK 000HX IPHeMOB . 
IH BbIYHCHEeHHA IIPMIHBOB U OTIIMBOB U OIIMChIBAITCH HPHHUHI H CTPOeHHE COOTBETCTBYIWIUX 
BbIYHCJIHTEJIBHBIX MAIIMH, IIPNUYeM IIONPOÖHee OUHCEIBACTCH HeNABHO IIOCTPOeHHAA TPeTbA Ma- { 
ImMHa HeMeNKOÄÜ KOHCTPYKIHH, ABILAIOINAAICH ONHOBPEeMEHHO 25-0ü KOHCTPYyKUMef 3Toro pona K 
B Mupe. 


1. Die Bedeutung der Gezeitentafeln “ 2‘ 


Weltumspannend ist die Erscheinung der Gezeiten. Schon früh haben die stellenweise 
starken Gezeitenströme von 5 bis 8 Knoten und die eindrucksvollen Tidenhübe von örtlich CR 
6 bis 12 m die Menschheit zum Nachdenken angeregt, wobei man zunächst in mythischen Vor- 5 
stellungen stecken blieb. Am Ausgang der Antike besaßen die auf ihren Fahrten mit dem Phä- 
nomen der Gezeiten in Berührung gekommenen Hellenen und Römer aber bereits ein be- 
achtliches Wissen über den Zusammenhang zwischen den Tiden und der Konstellation von 
Erde, Mond und Sonne zueinander, das im ganzen frühen Mittelalter nicht wieder erreicht wurde. 3 

Erst mit dem zunehmenden Umfang der Segelschiffahrt im zweiten Jahrtausend unserer 
Zeitrechnung wuchs der Drang, den Geheimnissen von Ebbe und Flut auf die Spur zu kommen, 
weil man bei der Navigation an Tideküsten vor unliebsamen Überraschungen bewahrt bleiben 
wollte. So finden wir erstmalig 1213 in dem „Codex Cottonianus“ eine Tabelle der ‚flod at 
london brigge“. Wiederum läßt sich Jahrhunderte nichts über Fortschritte in der Vorhersage 
der Gezeiten vernehmen, obwohl außer Zweifel stehen dürfte, daß man sich eifrig mit dem Problem 
befaßte. Erst 1683 erschien die erste bekannt gewordene Gezeitentafel von Flamsteed in den 
„Philosophical Transactions“ für die gleiche Station London Bridge. Für den Hafen Liverpool 
gab der Reverend Mr. Holden aufgrund vierjähriger Beobachtungen ‚tide tables‘ seit 1770 

eraus. 

Das Erscheinen dieser noch relativ wenig fundierten Tafeln steht in ursächlichem Zusammen- 
hang mit der Entwicklung im Schiff- und Hafenbau. ‚Solange die Abmessungen der Segelschiffe 
noch begrenzt wären, schadete es ihnen im allgemeinen nichts, wenn sie sich in Häfen mit hohem 
Tidenhub bei Niedrigwasser trockenfallen ließen und mit steigender Flut wieder flott wurden. 
Schiffe größerer Dimensionen hielten eine solche Belastung meist nicht mehr durch und konnten 
eventuell in zwei Teile zerbrechen. Man mußte ihnen also ein künstlich absperrbares Becken 
schaffen, wo sie unabhängig vom Tidewasserstand genügend Wassertiefe vorfanden. In Le Havre 
wurde auf Richelieus Initiative in der ersten Hälfte des 17. Jahrhunderts ein schleusenge- 
schütztes Becken ausgehoben, das Zeitalter der „Dockhäfen‘‘ begann. In Liverpool entstand 
1710—20 das „Old Dock“, in London begann man seit 1800 mit dem Bau der East India Docks. 

Je nach den orographischen und hydrographischen Verhältnissen kann man solche Docks 
dauernd benutzen oder nur um die Zeit des Hochwassers ein- bzw. ausschleusen, womit Warte- 
zeiten auf der Reede von reichlich 8 Stunden entstehen können. Solange eine Fahrt mit Segel- 
schiffen nach fernen Kontinenten noch nach vielen Wochen zählte, spielte das Warten keine 
nennenswerte Rolle, mit dem Aufkommen der Dampfschiffahrt und der Einführung von Schiffs- 
fahrplänen änderte sich das grundlegend. Es ist heute eine Frage der Rentabilität, ein Schiff mit 


*) Institut für Meereskunde, Warnemünde. 
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möglichst geringem Zeitverlust zum Ziel zu führen, und dazu ist die Kenntnis der Gezeiten im 
voraus von größter Bedeutung geworden, liegen doch eine Reihe wichtiger Häfen in Gebieten 
mit hohen und höchsten Tiden wie beispielsweise — Spring/Nipptidenhub in Klammern — 
Antwerpen (5,0/3,8 m), Le Havre (6,8/3,8), Bordeaux (5,3/4,0), London (6,6/4,8), Hull (6,0/3,2), 
Liverpool (8,3/4,7), Bristol (12,1/6,5), Rangun (5,2/2,8), Port Darwin (5,5/2,3), Quebec (5,0/3,4) 


FEurarım: i 4 


2. Das nonharmonische Verfahren zur Berechnung der Gezeiten 


Angeregt durch die fortschreitende Entwicklung im Schiffbau seit 1800, begann man mit 
einer intensiveren Beobachtung des Gezeitenablaufs. Man stellte dabei außer den schon be- 
kannten Schwankungen in der Höhe und Eintrittszeit der Hoch- und Niedrigwasser noch weitere 
fest, die alle unter der Bezeichnung ‚Ungleichheiten‘ erfaßt wurden. Die auffallendste dieser 
Ungleichheiten, die schon im Altertum bekannt war, ist die sog. halbmonatliche Ungleichheit, 
die durch die Richtung zwischen Erde, Mond und Sonne zueinander bedingt ist. Die Folge dieser 


Ungleichheit sind die nach den Syzygien eintretenden Springtiden und die auf die Quadraturen 


folgenden Nipptiden mit einer Periode von einem halben synodischen Monat. 


An zweiter Stelle wäre die monatliche oder parallaktische Ungleichheit des Mondes zu 
nennen. Infolge der Elliptizität der Mondbahn erreichen die Tiden ein Maximum bei Durch- 
gang des Mondes durch das Perigäum, ein Minimum nach dem Eintritt des Apogäums. Die 
Periode beträgt einen anomalistischen Monat von reichlich 27!/, Tagen. Dabei ist aber zu be- 
denken, daß sich die Monddistanzen nicht in jedem anomalistischen Monat wiederholen, sondern 
durch die Störwirkung der Sonne verschieden ausfallen. Ihre Werte werden als Horizontal- 
parallaxen in den „Astronomischen“ und „Nautischen Jahrbüchern‘“ publiziert. 


Zu den genannten Schwankungen tritt die Deklinationsungleichheit des Mondes, die ihre 
Ursache in der Abweichung zwischen Mondbahn- urd Äquatorebene hat. Sie ist vom Vorzeichen 
der Deklination unabhängig und hat als Periode die halbe Dauer zwischen zwei Durchgängen 
des Mondes durch den Himmelsäquator in derselben Richtung, also einen halben tropischen 
Monat. Der tropische Monat ist infolge der allmählichen, rückwärts gerichteten Drehung der 
Mondbahnebene etwa !/, Tag kürzer als der anomalistische Monat. Die Tiden erreichen ein 
relatives Maximum bei verschwindender Deklination, d.h. wenn der Mond im Äquator steht 
und ein Minimum nach größter nördlicher oder südlicher Deklination. 


Zu den beiden letztgenannten Ungleichheiten des Mondes bestehen analoge Ungleich- 
heiten bezüglich der Sonne mit Perioden von einem anomalistischen Jahr bzw. einem halben 
tropischen Jahr. Es gibt also noch relative Maxima der Tidenwirkung um die Zeit des Perihels 
— für die Nordhalbkugel zur Zeit Anfang Januar — und zur Zeit der Aquinoktien sowie ent- 
sprechend relative Minima zur Zeit des Aphels — zur Zeit Anfang Juli — und bei den Solstitien. 
Aus den Deklinationsungleichheiten von Mond und Sonne erklären sich die ausgeprägten Spring- 
und Nipptiden um die Zeit der Äquinoktien mit besonders extremen Werten, weil dann der 
Mond bei Voll- und Neumond angenähert im Äquator steht und zur Zeit der Mondviertel etwa 
die größte Deklination hat. 

Schließlich bleibt noch die sog. tägliche Ungleichheit zu nennen, die sich in der Verschieden- 
heit der beiden täglichen Hoch- bzw. Niedrigwasser äußert und auch die Intervall-Länge zwischen 
den Extrema verändert. Sie wird durch die jeweilige Stellung von Mond und Sonne zur rotierenden 
Erde hervorgerufen, derzufolge die lunaren und solaren ‚Flutberge‘“ im Laufe des Tages ver- 
schiedene Breiten durchwandern. Diese tägliche Ungleichheit verschwindet demnach, wenn der 
gezeitenerzeugende Himmelskörper im Äquator steht und erreicht ihre maximale Wirkung, wenn 
das Gestirn die größte Deklination hat. In einigen Meeren nimmt diese Ungleichheit so große 
Werte an, daß ein Hoch- oder Niedrigwasser fast oder ganz gegenüber dem folgenden unter- 
drückt wird, man also nur noch einmal am Tag Hoch- und Niedrigwasser hat. Man hat dann 
Eintags- oder gemischte Gezeiten gegenüber den bekannteren Halbtagstiden, wie sie in der 
Nordsee und im größten Teil des Atlantiks vorkommen. 


Das nonharmonische Verfahren geht auf den in der Gezeitenvorhersage überaus verdienten 
Sir John Lubbock zurück, der — auf die Arbeiten von Newton, Laplace und Bernoulli 
fußend — das wissenschaftliche Fundament legte. Er griff aus den seit 1795 regelmäßigen 
Gezeitenbeobachtungen an den London Docks eine 19-jährige Reihe heraus, um die durch die 
Drehung der Mondbahnknoten hervorgerufenen Störungen im Ablauf der Gezeiten zu eliminieren. 
Aus dieser Reihe ließ er die einzelnen Ungleichheiten analysieren und benutzte deren Kenntnis 
dann zur Berechnung von Gezeitentafeln, die für vier englische Häfen 1833 erschienen und sich 
in kurzer Zeit durchzusetzen vermochten. Bereits 1839 gab Frankreich seine „tables des marees“ 
heraus und 1853 folgten die Vereinigten Staaten. Im Abstand schlossen sich 1879 Deutschland, 
1880 Indien und 1896 Kanada an. 
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Me % zwischen aber Meere mit Eintags- oder gemischten Tiden wie T 
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3. Das harmonische Verfahren zur Bere 
ubbocksche Verfahren hielt sich über drei Jah 


Ozeans, des Golfs von Persien, von Mexiko und von Siam mehr 
die es wegen der zu großen täglichen Ungleichheit nicht brauchbar war, } 
Verfahrens. Dies schuf 1867 der geniale William Thomson, der 
Mathematisch gesehen, handelt es sich dabei um die Entwicklung des g Z u; 
Potentials in zugeordnete Kugelfunktionen, anschaulich gesprochen denkt man sich d 
der Erde aus betrachtet komplizierte ungleichförmige Bahn des Mondes und der Sonnı 
durch gleichförmige Kreisbewegungen — harmonische Bewegungen — einer Reihe 
gierten Gestirnen derart, daß die Summe ihrer Tidewirkungen — Partialtiden — dem 
Tideverlauf möglichst nahekommt. 


Jede dieser Partialtiden hat die Form ” x: TR 
u 
 Heoss(nt+w—9), a: 
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worin bedeuten 
H = ortsabhängige Amplitude der Tide in cm (bis auf säkulare Schwankun 
konstant), Fi 
Winkelgeschwindigkeit der Tide in Grad pro Stunde (konstant), 4 
Zeit in Stunden (meistens {= 0 zu Jahresbeginn), ü 
Phasenverzögerung der Tide, worin wiederum 
ortsabhängiger Teil der Phase (bis auf säkulare Schwankungen konstant), 
o = zeitabhängiger Teil der Phase für { = 0 (meist auf den Meridian von Greenwich 
bezogen). 
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Die Größen n und v, sind rein astronomischer Natur und für alle Häfen dieselben, wobei > 
n auch zeitlich invariant ist. Die Werte von H und g müssen durch die Beobachtung der Wasser- 
stände über eine längere Zeit in stündlichen Abständen durch eine harmonische Analyse für 
jeden Hafen bestimmt werden. Die wichtigsten Tiden kann man bereits aus Beobachtungen 
von einem Jahr eliminieren, die mit der Bewegung der Mondbahnknoten in Zusammenhang 
stehenden Tiden hingegen erst aus 19-jährigen Beobachtungsreihen. Die ermittelten Amplituden 
und Phasen stellen aber nur einen Mittelwert dar, der bezüglich der jeweiligen Neigung der 
Mondbahnebene zum Äquator bzw. der Lage der Mondbahnknoten noch korrigiert werden muß. 
Das geschieht für die Amplitude durch den Knotenfaktor /, für die Phase durch das Argument u. 
Die Gleichung nimmt also die Form an 


f[Hcos(nt+v, +u—g) 


j 


oder mit den Abkürzungen 
[H=R, mtu—g-—t 
einfacher 
Rcos(nt—}). 
Es bleibt noch ein Wort über die Winkelgeschwindigkeit n zu sagen. In der astronomischen 


Theorie läßt sich zeigen, daß die auftretenden n sämtlich Linearkombinationen aus den folgenden 
6 astronomischen Grundgeschwindigkeiten sind: 


1. 9 =15,041 069 °/h Rotationsgeschwindigkeit der Erde 

2. o = 0,549 017 °/h mittlere Bewegung des Mondes um die Erde 
3.n = 0,041 069 °/h mittlere Revolutionsgeschwindigkeit 

4. © = 0,004 642 °/h mittlere Bewegung des Mondbahnperigäums 
5. N’ = 0,002 206 °/h mittlere Bewegung des Mondbahnknotens 

6. ©, = 0,000 002 °/h mittlere Bewegung des Erdbahnperihels. 


. „Es genügt im allgemeinen die Berücksichtigung der ersten vier Grundgeschwindigkeiten, 
die Wirkung der beiden übrigen bezieht man in die Korrekturen f und u ein, so daß man hat 


n=ky+tko+kn+ko, 
wobei die Beiwerte k kleine ganze positive oder negative Zahlen oder Null sind. 


Kennt man noch den mittleren Wasserstand des Hafens, so ist der Ablauf der Gezeit durch 
die Formel \ 


y=A, ur cos (n; E—$;) 
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für jeden beliebigen Zeitpunkt gegeben. Die Summierung der einzelnen Partialtiden ist zeit- 


raubend, läßt sich aber durch Tabellen abkürzen. Für die Navigation wichtig sind nun die 
Eintrittszeiten der Hoch- und Niedrigwasser und ihre Höhen. Man müßte sie aus der Bedingung 


m 

2 R,n,sin (nt—{) =0 
i=1 
bestimmen, kommt also auf eine transzendente Gleichung. Ihre näherungsweise Lösung ist für 
20 und mehr Partialtiden sehr umständlich. Man hilft sich dann so, daß man zwischen drei 
errechneten Wasserstandswerten (f,, Y,), (fa Ya), (£3, Y), zwischen denen das Hoch- bzw. Niedrig- 
wasser vermutlich liegt, parabolisch interpoliert mittels der Formeln 


Yı =Y . F 
[ =t, +30 Minuten), 
extrem 2 (y, 2 Us a Y;) ( ) 
m®, 2 
YVertrem — Ya Yı a (m oder cm) e 


8 n—2%+H%) 


Dennoch bleibt die manuelle Handhabung des harmonischen Verfahrens sehr umständlich und 
kostet einem versierten Rechner für die etwa 1400 jährlichen Hoch- und Niedrigwasser eines 
Hafens rund ein Vierteljahr Arbeitszeit. 


4. Das Prinzip der Gezeitenrechenmaschinen 


Es ist wiederum das Verdienst Kelvins, bereits fünf Jahre später einen Mechanismus 
vorgeschlagen zu haben, der es gestattet, die Summierung der Partialtiden ohne die unangenehme 
Rechenarbeit durchführen zu können. Das Prinzip der „tide predictor‘‘ genannten Maschinen 
erfaßt man am einfachsten anhand von zwei Abbildungen. Entsprechend den Formeln muß 
man einmal jede Partialtide erzeugen und zum zweiten sämtliche Tiden addieren. Den ersten 
Vorgang erklärt das Bild 1. Es stellt ein Modell zur Erzeugung einer harmonischen Schwingung 
dar. Der Antrieb erfolgt von einer verzahnten Kreisscheibe aus, die über einen verstellbaren 
Zapfen ein Kreuzstück auf- und abbewegt und außerdem eine mit der Schreibvorrichtung ver- 
bundene Zahnstange steuert. Der Abstand vom Zentrum der Kreisscheibe zum Zapfen ent- 
spricht der Amplitude R, zur Einstellung der Phase müßte man Zahnstange und Kreisscheibe 
auskuppeln, wie das auch in den ausländischen Gezeitenrechenmaschinen geschieht, was bei 
den deutschen Konstruktionen durch eine elegante Lösung umgangen wird. 
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Bild1. Modell zur Erzeugung einer harmonischen Bewegung Bild 2. Anordnung zur Summierung harmonischer Bewegungen 
(Entwurf: Verfasser) 


Zum Zwecke der Summierung der einzelnen Partialtiden ersetzt man den Schreibstift 
durch ein Rad, über das ein beiderseits vertikales, möglichst undehnbares Band geführt ist, 
das an dem einen Ende befestigt wird, so daß das freie Ende bei jeder Auslenkung des Kreuz- 
stücks und damit des Rades um den doppelten Betrag, also 


2 Rcos(nt—£) 


gehoben oder gesenkt wird, je nach dem Vorzeichen des Kosinus, wie dies das Bild 2 zeigt. Das 
freie Ende wird dann nacheinander über alle Getriebe — bei modernen Maschinen 30 bis 60 — 
geführt, wobei sich jedesmal die entsprechende Teilbewegung — im allgemeinen nach Amplitude 
und Phase verschieden — addiert, wenn man dafür sorgt, daß die positiven Richtungen der 
oberen Getriebe nach oben, diejenigen der unteren Reihe nach unten gerichtet sind. Am Ende 
des. Bandes erscheint somit die doppelte Summe aller Partialtiden, die auf einer mit einem Zeit- 


zählwerk gekoppelten Registriervorrichtung oder auf einem Zifferwerk ‚angezeigt wird. Die 
deutschen Konstruktionen haben noch ein über eine Nachlaufsteuerung angetriebenes Druck- hi 


werk, das die Werte der Gezeit zum Hoch- und Niedrigwassertermin bzw. stündlich aufschreibt. 
Je nach Konstruktionstyp bewältigen die Gezeitenrechenmaschinen die Vorhersage für ein Jahr 


pro Hafen in etwa 8 bis 20 Stunden und ersetzen damit rund 30 Rechner, bedeuten also bei En 


geringen Fehlerquellen eine enorme Ersparnis, wenngleich die Anschaffungskosten für diese 
Maschinen auch recht hoch liegen. 


5. Der Bau von Gezeitenrechenmaschinen 

Dem von Kelvin entworfenen und der „British Association for the Advancement of 
Sciences‘ vorgeführten Modell folgte noch im selben Jahr 1872 die Ausführung eines in Bild 3 
wiedergegebenen tide ae mit 10 Tiden. 
Die Wahl geeigneter Übersetzungsverhältnisse 
für den Tidenantrieb besorgte Roberts, der 
am englischen Gezeitenrechenmaschinenbau 
maßgeblichen Anteil hatte. Bei der Auswer- 
tung ermittelte man die Höhen und Zeiten 
der Hoch- und Niedrigwasser graphisch aus 
der registrierten Tidenkurve. Waren die Höhen 
noch einigermaßen genau ablesbar, so traf das 
für die Eintrittszeiten nicht zu, weil einerseits 
die genaue Lage des Extremums schon schwer 
zu bestimmen ist und andererseits der Maß- 
stab bei der zu registrierenden Zeit von 8760 
Stunden des Normaljahrs in der Abszisse ent- 
sprechend klein blieb. 

Man half sich zunächst, indem man 
neben der eigentlichen Tidekurve auch noch 
deren erste Ableitung 


y=— I R;.n;sin (nt—{,;) 
i—1 


von der Maschine aufzeichnen ließ, wobei man 
die nunmehr auftretenden Amplituden R;n; 
zuvor um denselben Betrag reduzieren mußte, 
weil ihre Summe den Arbeitsbereich der Ma- 
Bild 3. Die erste 10-Tiden-Maschine von Kelvin (1872) schine übertrifft. Die so registrierte, der ersten 
Ableitung proportionale Kurve gestattete aus 
der Ablesung der Zeitpunkte ihrer Nullstellen eine etwas genauere Angabe als bei dem flachen 
Verlauf der Tidekurve in der Umgebung ihrer Extrema, gleichzeitig bildete sie eine gewisse 
Kontrolle. Die erstrebte zeitliche Genauigkeit auf 5 Minuten ließ sich aber auch so nicht er- 
reichen. Andererseits konnte man den Registrierstreifen, der an 100 m maß, nicht noch mehr 
verlängern, so daß der graphischen Registrierung damit die Grenzen gezogen waren. 


Die Ermittlung der Hoch- und Niedrigwasserzeiten und Höhen mußte deshalb auf geeignet 
konstruierte Zählwerke verlegt werden. Dabei kehrte sich die Reihenfolge der Arbeitsgänge 
zwangsläufig um. Man ließ zuerst die Ableitung „durchlaufen“ und versah das Band mit einem 
Kontaktglied, das im Augenblick verschwindender Ableitung die Nullage passierte und ein 
akustisches oder optisches Signal auslöste, worauf die Eintrittszeit — bei einigen späteren Aus- 
führungen an einem momentan arretierten Schleppzeiger — abgelesen wurde. In dem zweiten 
Arbeitsgang ließ man die Tidefunktion selbst durchlaufen und mußte die Maschine zur Ein- 
stellung auf die gefundenen Zeitwerte anhalten, worauf man dann die zugehörigen Höhen erhielt. 
Die Maschinenlaufzeit wurde dadurch gegenüber der graphischen Bestimmung erheblich ver- 
größert. Die graphische Registrierung wurde meistens beibehalten, um bei verwickeltem Ge- 
zeitenverlauf, namentlich bei gemischten Tiden, einen Überblick zu haben. 


Einen entscheidenden Schritt zur Vervollkommnung der Gezeitenrechenmaschinen tat 
der Amerikaner Prof. Ferrel bereits 1882, doch setzte sich seine Idee erst viel später im Ausland 
durch. Ausgangspunkt seines Gedankens ist die Umformung der ersten Ableitung zu 


m 


yY= 3 R;.n,cos (nt—L, + 90°), 
i=1 


durch die man vom Sinus auf den Kosinus zurückfällt, wobei sich allerdings die Phase um 90° 
ändert. Das Entscheidende ist die Erhaltung der Kosinusfunktion, die man mechanisch so aus- 


| 
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nutzt, daß man die Getriebe von der Vorderseite der Maschine zur Rückseite durchführt und 
auf jede Tidenachse eine der Vorderseite analoge, aber um 90° gedrehte Anordnung zur Er- 
zeugung der harmonischen Bewegung setzt. Unter Berücksichtigung der veränderten Ampli- 
tude — R;n; gegenüber R, — kann man durch gleichzeitige Bandführung über alle rückwärtigen 
Tidenräder die Tidefunktion und ihre erste Ableitung — erstere auf der Vorderseite, letztere 
auf der Rückseite — in einem parallel laufenden Arbeitsgang erledigen. Die damit verbundene 
Zeitersparnis lag auf der Hand, allerdings verteuerten sich die schon nicht billigen Geräte damit 
noch weiter, was wohl der Hauptgrund für die zögernde Einführung dieser Konstruktion ge- 
wesen ist. 


Überschaut man den Bau von Gezeitenrechenmaschinen rückblickend, so stellt man fest, 
daß von 1872 bis zum Ausbruch des ersten Weltkriegs 7 Maschinen gebaut wurden, davon 5 in. 
England und 2 in den USA. Deutschland war zunächst nicht so sehr am Besitz einer Gezeiten- 
rechenmaschine interessiert, weil man die Gezeiten der Nordsee und des englischen Kanals 
nach dem Lubbockschen Verfahren berechnete und die Angaben für die übrigen Häfen im 
internationalen Austausch erhielt. Als diese Basis 1914 verlorenging, die Anforderungen an die 


Vorhersagen von seiten der Kriegsmarine aber gleichzeitig außergewöhnlich zunahmen, war. 


man gezwungen, schnellstens zum Bau einer Maschine überzugehen, der bereits 1916 beendet 
war. Nach Kriegsende begannen sich auch Japan und Südamerika für die Maschinen zu interes- 
sieren, die wiederum in England gebaut wurden, das bis 1927 weitere 8 Konstruktionen fertigte. 
Die anschließende Baupause unterbrach Deutschland mit dem von 1935 bis 1938 währenden 
Bau der größten Gezeitenrechenmaschine der Welt mit 62 Tiden. Nach dem zweiten Welt- 
krieg setzte England seine Tradition fort und fügte bis 1952 die stattliche Zahl von 8 Neu- 
bauten hinzu. Im gleichen Jahr wurde mit dem Bau der dritten deutschen Maschine begonnen, 
die somit die 25. ihrer Art in der Welt ist. 


6. Die Gezeitenrechenmaschine der DDR 


Das Aussehen der jüngsten deutschen Maschine, deren Bau sich über mehrere Jahre hin- 
zog, veranschaulicht das Bild 4. Auf dem durchlaufenden Sockel baut sich zentral der Tiden- 
kasten auf, der auf beiden Seiten durch einen Schrank abgeschlossen ist. Die Dimensionen der 
Maschine sind durch die Wahl der Konstruktion und die Zahl der Tiden — bei der man sich auf 
34 beschränkte — bestimmt und betragen 5,4x1,1x2,2m. Das Gewicht erreicht infolge der 
sehr soliden Ausführung der Konstruktion 8 Tonnen. Die Bedienung der Maschine und des 
Druckwerks geschieht von einem gemeinsamen Bedienungsschrank aus. 


Bild 4. Die Gezeitenrechenmaschine der DDR 
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Im rechten Schrank befindet sich der Motor- und Handantrieb sowie das Vorgelege zur 
Erzeugung der vier astronomischen Grundgeschwindigkeiten und die Zentralumlaufschmierung. 
Die Übersetzungsverhältnisse sind sehr sorgfältig gewählt und haben Abweichungen zwischen: Re 
mechanisch erzeugter und astronomisch gegebener Tidengeschwindigkeit von weniger als 10 "a3 Is 
4 vertikale Verteilerwellen vermitteln die Grundgeschwindigkeiten in jede der vier Etagen des 
Tidenkastens, der also 4x4 = 16 Längswellen enthält. | 

Der 2 Tonnen schwere Tidenkasten dient der Aufnahme der 34 Tiden, die in sog. Tiden- 
gehäusen untergebracht sind, sowie der Anordnung der Bandführung und der Anzeigeskalen. 
Die Tidengehäuse sind die Kernstücke der 
Anlage. Sie haben die Form liegender 
Halbzylinder, wie das Bild5 zeigt. In 
ihrem Innern sind im Ölbad Umlauf- 
getriebe angeordnet, die von den Längs- 
wellen angetrieben werden. Die Um- 
lauf- oder Differentialgetriebe dienen zur 
Addition der Grundgeschwindigkeiten, 
nachdem diese entsprechend den Fak- 
toren k;, durch ein- bis sechsgängige, 
rechts- oder linkssteigende Eingangs- 
schnecken vervielfältigt worden sind. Die | 
Umlaufgetriebe lassen sich aus dem Tiden- | 
kasten herausziehen und gegebenenfalls 
auswechseln. Jedes dieser Getriebe wiegt 
no allein über einen Zentner. 

Bild5. Blick auf ein Tidengehäuse (teilweise aufgeklappt) Die Phasen können an der in ganze 

Grade geteilten Phasenskala auf etwa 
1/, Grad genau eingestellt werden. Die Kreuzstücke zur Erzeugung der harmonischen Bewegung 
haben statt des im Modell sichtbaren Schlitzes nur zwei Backen ausgebildet, zwischen denen die 
Rolle des Zapfens der Amplitudeneinstellvorrichtung gleitet. Die Einstellung des Amplituden- 
zapfens erfolgt durch eine Schraubenspindel. Der Zapfen ist 5 cm ausfahrbar, was einem Wert von 
5m Wassersäule entspricht. Die Genauigkeit der Einstellung geht bis auf Imm WS. Das 
Einstellen der Phasen und Amplituden — erstere nur auf der Vorder-, letztere auch auf der 
Rückseite — dauert etwa 2 bis 3 Stunden einschließlich Kontrolle. 

Der linke Schrank dient der Aufnahme der Enden der je 22 m langen Bänder aus Spezial- 
stahl, die in Gewichten enden. Darin befinden sich ferner das Speicher- und Geberwerk der 
Druckvorrichtung sowie die Nachlaufsteuerung zur Vermeidung von unregelmäßigen Belastungen 
des Bandes bei der Übertragung der angezeigten Werte, die gespeichert, elektromagnetisch ab- 
gegriffen und in einem gesonderten Druckwerk als 10-stellige Zahlen gedruckt werden. Auf- 
tretende negative Werte erscheinen mit einem Minuszeichen, stündliche Gezeitenwerte werden 
schwarz, Extrema rot gedruckt. Auf eine graphische Registriereinrichtung wurde verzichtet. 

Auf weitere Details der Gezeitenrechenmaschine wie etwa der Bestimmung der Über- 
setzungsverhältnisse, des Vergleichs der verschiedenen Bauweisen in der Getriebeanordnung und 
der Rentabilität eines Druckwerks kann in diesem gedrängten Rahmen nicht eingegangen 
werden. Es sei lediglich noch ergänzt, daß zum Bau der dritten deutschen Gezeitenrechen- 
maschine 1000 Zeichnungen und Stücklisten angefertigt werden mußten und 32000 Einzelteile 
allein im mechanischen Teil benötigt wurden, darunter fast 17000 Normteile, 2350 Wälzlager 
und 1300 verschiedene Zahnräder. Die Genauigkeit der Rechnungen beträgt bei 6m Tidenhub 
etwa 5 cm, worin natürlich nicht der meteorologisch bedingte Windstau einbegriffen ist. 

Dem interessierten Leser sei abschließend noch mitgeteilt, daß der gesamte Komplex der 
Gezeitenvoraussagen und Gezeitenrechenmaschinen in einem vom Verfasser und seinen Mit- 
arbeitern unter diesem Titel herausgegebenen Buch dargestellt ist, das eine Fortsetzung des 
1926 vom Internationalen Hydrographischen Bureau in Monaco herausgegebenen Werks „Tide 
Predieting Machines — Special Publication No. 13‘ ist, das schon lange einer Ergänzung be- 
durfte, weil sich die Zahl der Gezeitenrechenmaschinen seither etwa verdoppelt hat. 
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Von W. Quade 


Nach Untersuchung einiger der gebräuchlichen Verfahren zur numerischen Integration von gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung auf Stabilität wird eine Integrationsmethode entwickelt, 
durch die instabile Verfahren stabil gemacht werden können. 


Some of the current techniques used for the numerical integration of ordinary differential equations of 
first order are examined as to stability; a new method of integration is developed by means of which unstable 
techniques may be stabilised. 


F -> Apres l’examen des procedes generalement appligues pour l’integration numerigue des equations diffe- 
rentielles ordinaires du premier ordre en ce qui concerne la stabilite, une methode d’integration est developpee 
au moyen de laquelle les procedes instables peuvent Etre rendus stables. 


4 Ilocıe ncec1eNOBAHNUA OTHOCHTEIBHO UX YCTOÜYUHBOCTU HEKOTOPbIX OÖINENPHHATEIX METONOB 
AA YUCAIeHHOTO NHHTETPNPOBAHHA OÖBIKHOBEHHBIX AuhhepeHlMmarnbHhbIX YPaBHeHMÜ ITePBOTO 
THOPANKA, BbIBONUTCH METOA HHTETPNUPOBAHHA, IIPH IIOMOLIN KOTOPOTO- HeyCTOfyUBbIe METONBI 
MOTYT ÖbITb IpeBpalleHbI B YCTOÜYHBBbIe. 


= Einleitung 

Br: - Bei den Verfahren der numerischen Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen 
f macht sich des öfteren eine Erscheinung bemerkbar, die als ‚‚numerische Instabilität‘ des be- 
treffenden Verfahrens bezeichnet wird. Die Erscheinung ist eine dem betreffenden Verfahren 
charakteristische Eigenschaft, die sich auch nicht durch die Wahl einer hinreichend kleinen 
Schrittweite beseitigen läßt. Die Erscheinung selbst ist seit langem bekannt, und es wurden 
auch Vorschläge gemacht, wie man sich beim Auftreten derselben zu verhalten habe (vgl. z. B. 
L. Collatz [1]). Zu dem Thema liegen schon einige Beiträge vor (vgl. J. Todd [2], [3], G. 
Dahlquist [4], [5], H. Rutishauser [6], A. R. Mitchell u. J. W. Craggs [7], Z. Kopal [8], 
W. Liniger [9]). Wenn es im folgenden nochmals aufgegriffen wird, so geschieht dies haupt- 
sächlich in der Absicht, Integrationsmethoden anzugeben, bei denen die erwähnte Erscheinung 
nicht auftreten kann. 

Es werden zunächst einige der gebräuchlichen Methoden der numerischen Integration in 
Bezug auf ihre Stabilität untersucht und dann wird gezeigt, wie diese Methoden abzuwandeln 
sind, damit sie stabil werden. Die nachstehenden Untersuchungen beschränken sich auf den 
Fall einer gewöhnlichen expliziten Differentialgleichung erster Ordnung. Über Systeme von 
Differentialgleichungen erster Ordnung sowie Differentialgleichungen höherer Ordnung, auf 
welche sich die folgenden Überlegungen übertragen lassen, soll später berichtet werden. Die 
eine Sonderstellung einnehmende Methode von Runge-Kutta sowie eine von E. W. Milne [10] 
angegebene wird dabei nicht in Betracht gezogen. Auch das Problem der Fehlerabschätzung 
wird nicht erörtert. 

*), Für Unterstützung bei der Abfassung der Arbeit bin ich Frl. S. Faust und Herrn G. Knust zu 


Dank verpflichtet. 
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Bei den nachstehenden Untersuchungen wird die folgende Formulierung des Existenz- 
satzes für die explizite Differentialgleichung erster Ordnung benutzt: 


Ist in der Differentialgleichung 


Velo ee 
die auf der rechten Seite stehende Funktion f(x,y) in dem Streifen 
G: ER — om <y< mw 


stetig und ist dort /,(,y) beschränkt und stetig, dann besitzt die Differential- 
gleichung (A) genau eine durch den Punkt 2,y, gehende und für 2, ss 
existierende Lösung; y, ist dabei eine beliebige reelle Zahl. 

Zur Konstruktion einer durch den Punkt x,, y, gehenden Näherungslösung der Differential- 
gleichung (A) werde ein Verfahren der numerischen Integration benutzt. Dabei werde das 
Segment x, <x <x,in.n Teilsegmente von der Länge h zerlegt, so daß die Teilpunkte eine Folge 
von äquidistanten Abszissen x, bilden, 


A 


Bei Anwendung eines Verfahrens der numerischen Integration wird die Differentialgleichung (A) 
durch eine im allgemeinen nichtlineare Differenzengleichung ersetzt. Diese Differenzengleichung 
besitze genau eine Lösung, dargestellt durch die endliche Zahlenfolge 


Up: D1s +2 +, De» | 


Im folgenden interessieren gewisse Eigenschaften der Folge der y,. Um diese zu beschreiben, 
werde die endliche Folge der y, in der nachstehend beschriebenen Weise zu einer unendlichen 
ergänzt. Die zunächst nur in dem Streifen G definierte Funktion f(x, y) werde in die rechte 
Halbebene x > x, fortgesetzt. Dabei werde p(x, y) = /,(&, y) so in die Halbebene x > x, fort- 
gesetzt, daß (x, y) in der Halbebene x > x, beschränkt und stetig ist. Es ist dann 


f(«, y) =/ Pan) dn + 1& yo) 


Hierin werde die Funktion /(x, y,) über x, hinaus so fortgesetzt, daß sie für > x, beschränkt 
und stetig ist. 

Unter diesen Annahmen besitzt die Differentialgleichung (A) genau eine durch den 
Punkt x, y, gehende und für © > x, existierende Lösung und als Lösung der nichtlinearen 
Differenzengleichung erscheint eine unendliche Folge 


Yo Yır + + +» Ums Untis =» + > 
die der unendlichen Folge der äquidistanten Abszissen x, zugeordnet ist. 


Bei der Bestimmung der numerischen Werte der Glieder der Folge der y, aus der Diffe- 
renzengleichung stößt man auf eine gewisse Schwierigkeit. Es ist nämlich nicht möglich, die 
Folge der numerischen Werte der y, anzuschreiben, denn dazu müßte eine unendliche Folge 
von unendlichen Dezimalbrüchen angeschrieben werden. Praktisch geht man so vor, daß man 
jedes Glied der Folge (y,) durch einen endlichen Dezimalbruch annähert. Tut man dies, so 
entfernt man sich von der Lösung der nichtlinearen Differenzengleichung, denn der Wert eines 
Gliedes y, folgt rekursiv vermöge der Differenzengleichung aus einer gewissen Anzahl vorher- 
gehender Glieder der Folge. Somit wird bei der numerischen Rechnung ein Näherungswert des 
Gliedes y, aus Näherungswerten vorhergehender Glieder bestimmt. Dies kann dazu führen, daß 
die sich ergebende Folge von endlichen Dezimalbrüchen mit zunehmendem Index immer mehr 
von der Folge der exakten Werte der y, abweicht, so daß ein falsches Bild von dem Verhalten 
der Lösung der Differenzengleichung entsteht. Im Folgenden soll die Frage untersucht werden, 
ob die bei der numerischen Rechnung sich ergebende Folge von endlichen Dezimalbrüchen die 
Folge der exakten Werte y, annähert. Außer Betracht bleibt dabei, inwieweit die Folge (y,) 
die Folge (u(x,)) annähert, wo y = u(x) die durch den Punkt X Yo gehende Lösung der Dif- 
ferentialgleichung (A) ist. 

Jedes der im Folgenden behandelten Verfahren der numerischen Integration wird durch 
eine im allgemeinen nichtlineare Differenzengleichung charakterisiert, aus welcher sich die 
aufeinanderfolgenden Glieder der Folge (y,) rekursiv bestimmen lassen. Zur Untersuchung der 
soeben aufgeworfenen Frage wird eine aus der nichtlinearen Differenzengleichung sich ergebende 
lineare homogene Differenzengleichung benutzt, die als Variationsgleichung des betreffenden 
- Verfahrens bezeichnet wird. Die letztere hat eine ähnliche Bedeutung wie die Variationsgleichung 


7 = n1yl® u@)] 


BET 


an a u, 
: FREE = Äx ea rt a f] 
Susi numerischer Methoden zur Integration. 


MeUR > rn 


hung a, worin = = en die durch den Punkt % Yo gehende a; Fe a 


18 (A) ist (vgl. z.B. 3. Horn [11], E. Kamke [12]). Bedeutung und Wesen 
nsgleichung sollen zunächst am Benni der Trapezregel erläutert ya 


1. Die Trapezregel 


2 Ra y) = 


Rx EL Da nach Voraussetzung /,@, y) beschränkt ist, etwa f,| = List, ist die letzte Bedingung für 
5 jedes positive h mit -_hL<1 erfüllt, und aus (. 1) kann dann y,,ı durch Iteration bestimmt 


2 
werden. Zu gegebenem y, gibt es genau eine Zahlenfolge yo, Yu - - - - 
Von der nichtlinearen Differenzengleichung (1.1) gelangt man auf dem folgenden Wege 
zu der Variationsgleichung, die der Variationsgleichung der ER ie SE (A) entspricht. 
Es wird 


U ne s KH) = E@,) 


gesetzt; (1.1) lautet dann F(y,, y,+1) = 0. Ist y, + n, ein Näherungswert von y,, so ergibt sich 
aus F(y,, Y,+1ı) = 0, wenn statt y, der Näherungswert y, + n, eingesetzt wird, für y,,, ein 
Näherungswert y,+1 + +1. Ist n, gegeben, so sind auch die Werte der n, eindeutig bestimmt. 
Das Verhalten der Folge (n,) soll nun näher untersucht werden, denn es zeigt an, ob die Folge 


der Näherungswerte y, + n, die Folge der y, annähert oder aber mit zunehmendem Index von 


der letzteren erheblich abweicht. Ist y, + n,, +1 + 7,1 ein von Y,, Y,+1 verschiedener Punkt, 
in welchem F verschwindet, so gilt 


F(y, == N» Yv+1 — +1) on F(y,; Y,+1) SL) IE EN RE (BR 


Diese Gleichung liefert bei gegebenem 7, + 0 genau eine Zahlenfolge (n,). Nach den über f 
gemachten Voraussetzungen folgt vermöge des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung aus (1.3) 


7, (Y, Fr v, N Y»+1 = v, Nv+1) N Hr 7,0 (y, = d, N» Yr+1 Fr v, n»+1) N+1 =. 
oder mit o(x, y) = fy(&, Y) 


h h 
1 T ir 9 (£,, y, Zw d, 2) N» ns 7 Gr (07) (2,7% U,41 + Be 1.) Nv+1 = 0 a (1.4). 


Entscheidend für die Verwendbarkeit eines numerischen Verfahrens ist das Verhalten der 
durch (1.3) oder (1.4) erklärten Zahlenfolge der »,. Ist beispielsweise die Folge der |7,| monoton 
zunehmend, dann wird man das Verfahren als ungünstig verwerfen, da bei seiner Anwendung 
eine zunehmend größere Abweichung von der Folge der y, eintritt. 

Um das Verhalten der durch (1.3) definierten Folge der n, zu studieren, genügt es, wie 
unten gezeigt werden wird, das Verhalten der Lösungen der aus (1.4) durch Nullsetzen der 9 
entstehenden linearen homogenen Differenzengleichung 


h h 
i ni «) A ie en ei) DE ER TO (1.5) 


zu kennen, worin (x, y,) = q, gesetzt ist. Diese Differenzengleichung wird als Variations- 
gleichung des Verfahrens bezeichnet. 

In der einschlägigen Literatur wird bei der Untersuchung der numerischen Stabilität meist 
angenommen, daß (x, y) konstant ist, die Differentialgleichung (A) also eine lineare 


y=qy+gß@) 
mit konstantem, von Null verschiedenem q ist. Dann ist die Gleichung (1.5) mit (1.4) identisch, 
es liegt eine lineare, homogene Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten vor. Zu dieser 
gehört die charakteristische Gleichung 


P Bi" = 


er Pa der Anwendung dieser Regel wird die Differentialgleichung (A) Erası die tolgende vr 
en chtlineare Differenzengleichung 


yu—y,=5 SER ee BE BE; !. a es 


en Mir h = Ma,„y,), h=%41—x, ersetzt. Durch (1.1) ist y,..1ı als implizite Finktion der übrigen $ i 
ae (1.1) auftretenden Veränderlichen es bestimmt, wenn 


ER 
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mit der Wurzel 


Die Gesamtheit der Lösungen von (1.5) ist daher 


„=nA,.. a ER 


Ist0 < p< 1,dannist/ > 1, und die Folge (n,) „bestimmt divergent“; ist dagegen — 1<p< 0, 
dann ist 0<A< 1 und die Folge (n,) eine Nullfolge. Daraus geht hervor, daß die Trapezregel 
bei konstantem /, nur für /, < 0 brauchbar ist, denn man wird verlangen, daß die Änderung No 
von y, relativ kleine Änderungen n, der übrigen y, nach sich zieht. Anders ausgedrückt, es 
wird gefordert, daß jede Lösung der Gleichung (1.3), die im vorliegenden Falle mit der Va- 
riationsgleichung (1.5) identisch ist, eine Nullfolge ist. 

Aber auch im allgemeinen Fall, bei welchem (x, y) nicht konstant ist, können unter ge- 
eigneten Voraussetzungen über p Aussagen über die Stabilität gewonnen werden. Von der 
Funktion o(x, y) werde vorausgesetzt, daß sie in der Halbebene x > x, der Bedingung 


<iSoe, ER A (1.6) 


genügt mit er <1. Welches dann auch die Punktfolge (x,, y,) sein mag, die Glieder der 


Folge der q, = o(x,, y,) genügen dann der Bedingung (1.6). 
Sind die g, alle positiv, dann folgt aus der Variationsgleichung 
I 
Bam 1 h h 
N+1 zer ee 1 
gr a Erle 


d.h. die Folge mit den Gliedern 


pi I+5z1 
RAD, 
2 


ist eine Minorante der zu 7, = 1 gehörenden Lösung der Variationsgleichung. Da diese Mino- 
rante „bestimmt divergent“ ist, ist es auch die Folge (n,); die Lösung der Variationsgleichung 
ist also in diesem Falle keine Nullfolge. 


Sind dagegen die q, alle negativ, so ergibt sich aus der Variationsgleichung 
h 
Nv+1__ 2 2 
re er Bene 
N» 1— 9 Iy+1 il + D) I 


d.h. die Folge mit den Gliedern 


h v 
rl ms. 
; ri Be 
I+z1 


ist eineMajorante der Lösung der Variationsgleichung, die zu no = 1 gehört. Da diese Majorante 
eine Nullfolge ist, ist in diesem Falle jede nichttriviale Lösung der Variationsgleichung eine 
Nullfolge. 

Das soeben gefundene Ergebnis bleibt gültig, wenn anstelle der Variationsgleichung (1.5) 
die Gleichung (1.4) benutzt wird, denn die p (x, y, + ®, n,) genügen ebenfalls der Bedingung (1.6) 
und können daher anstelle der q, eingesetzt werden, ohne daß die oben angegebenen Folgen («,) 
aufhören, Minoranten bzw. Majoranten zu sein. j 


eh vorstehenden Betrachtungen legen es nahe, die folgende Definition der Stabilität ab- 
zugeben. 


W.Quade, Über die Stabilität numerischer Methoden zur a HT. 


& Erklärung. Ist jede zu einem von Null verschiedenen n, gehörende Lösung 
 . ion (L; 4) eine Nullfolge, dann wird das Verfahren stabil genannt, im anderen 
£ x Falle instabil. 


ün 

en Im Anschluß hieran kann der folgende Satz ausgesprochen werden, der die Rolle der 
F Variationsgleichung bei Stabilitätsuntersuchungen erkennen läßt. Sein Beweis ergibt sich daraus, 
Er vr (1.4) und die Variationsgleichung (1.5) Folgen (n,) mit gleichem infinitärem Verhalten 
liefern. 
?. Satz. Ist jede nichttriviale Lösung der Variationsgleichung eine Null- 
folge, dann ist das Verfahren stabil. 
z Soeben wurde festgestellt, daß das Verfahren der Trapezregel für 2 —1<08tabl 
ist. Jetzt soll gezeigt werden, daß sich jede Differentialgleichung (A), in welcher 7.) 
ist, auf eine solche zurückführen läßt, in welcher , <—1!<Oist. In der Tat, führt man durch 
x =! eine neue unabhängige Veränderliche t ein, dann geht (A) über in die Differential- 
gleichung 
dy 

5 ur ee yeshy. 


Ist in der Feen Differentialgleichung /,>1> 0, so ist in der transformierten 
y=— hs =—1<0. Demnach ist die Trapezregel auch im Falle /,21>0 stabil, nur ist 
dabei eine monoton abnehmende Folge von Abszissen x, zu durchlaufen, da die Z, monoton 
zunehmend vorausgesetzt sind, d.h. aber, daß man bei Benutzung der Trapezregel im Falle 
7,Z21>0 von dem Wert y, an der Stelle x, auszugehen und mit Hilfe der Trapezregel den 


Wert von y, zu ermitteln hat. Das Verfahren ist also rücklaufend anzuwenden. Dazu wird : Di 

man sich einen Näherungswert von y, verschaffen und dann das zu diesem gehörende y, rück- Be 

laufend vermöge 2 

. h Ne 

yiaÜH-y,—s(hrth-) r 

bestimmen. Stimmt der so ermittelte Wert von y, mit dem vorgegegebenen y, überein, so ist ; 

5 die Aufgabe gelöst. Im anderen Falle hat man y, so abzuändern, daß das zu ihm gehörende y, ı 

# den vorgegebenen Wert besitzt. BE 

F- Hier erhebt sich die Frage, in welcher Weise y, abzuändern ist, damit der vorgeschriebene SI 
Er Wert von y, herauskommt. Dazu betrachtet man die beiden Lösungen y = u(«, y,) und 

z y=u(&,y,) mit y, > yo. Da diese beiden Lösungskurven keinen Punkt gemeinsam haben 


können, verläuft die Kurve y = u(, y,) stets oberhalb der Kurve y = u(«, y,); man sagt, daß 

j die Kurven y = u(«, y,) mit dem Parameter y, schlicht über der x-Achse liegen. Infolgedessen 

E entspricht einem größeren (kleineren) Wert von y, ein größerer (kleinerer) Wert von y,. Ergibt 

sich also zu einem angenommenen y, ein y, das zu klein ist, dann hat man y,„ zu vergrößern 
und umgekehrt. 

Damit ist gezeigt, daß sich die Trapezregel für //,| 21> 0 stets so benutzen läßt, daß 
das Verfahren stabil ist. Diese Regel kann somit als Musterbeispiel eines Verfahrens der nume- 
rischen Integration angesehen werden, das stets stabil ist. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß das hier festgestellte unterschiedliche Verhalten in 
den Fällen /,>0 und /„<0 auch bei den Picardschen Iterierten der Differentialgleichung 
y = f(x, y) anzutreffen ist [13]. 

Soeben wurde gezeigt, daß die Trapezregel unter der Voraussetzung /,(, y) S—I<0 
stabil ist. Unter der gleichen Voraussetzung gilt über die Lösung der Differentialgleichung (A) 

= der folgende 
Satz. Ist /,a,y) S—I!<0, dann ist die durch den Punkt x,y, gehende Lösung 
der Differentialgleichung (A) für = x, beschränkt. 


Beweis. Ist y = u(x) diese Lösung, dann gilt die Identität 


u) = SER Tue) — yo] + Kos 


Wird u(&) — yy = 0“) gesetzt und der 4 2) — y, stehende Faktor mit — g(x) bezeichnet, 


so folgt 

v(R) = — IR) dee) + F& Yo) ; 
wobei 0O<1!<g(x) ist. Die Funktion g(x) ist stetig in jedem Punkt, in welchem u(z) = y, ist. 
Wird g(«) in jedem Punkt, in welchem u(x) = = y, ist, durch /,(&, yo) definiert, so ist g(x) eine für 
jedes <> x, stetige Funktion. Ist G(x) eine Stammfunktion von g(x), so ergibt sich aus der 
letzten Identität 


va) | Hl, y,) ER ZEnN dt. 
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Mit |f@&, yo)| SM und (@— DIS G@) — G(l) für, St < x, folgt 


M 
vo] Ss r 1 — ee] < T’ 
womit gezeigt ist, daß u(x) beschränkt ist. 


1=2; 
Dem letzten Satz sei noch ein weiterer angefügt. 


Beweis. Es gilt die Identität 


Satz. Ist f,@,y) s—I<0, y > yw u(x) die durch den Punkt x, y, und u(x) die durch 
lim [u(@) — u@)] = 0. 
4% u 


den Punkt 2,y, gehende Lösung der Differentialgleichung (A), dann gilt 


u/(x) — u/(e) = I, u@)] — Is 


3 
a 
in ee, 
wobei i(x) — u(x) > 0 für > x,, denn die Lösungskurven der Differentialgleichung (A) liegen 
schlicht über der x-Achse. Mit u(x) — u(x) = v(x) folgt daher auf Grund der Voraussetzung 
v‘(R) 

N ; 
va) = 1<0 
Integration dieser Ungleichung von x, bis x liefert wegen v(z,) = Yy — Yo 

| 0<r@a)S W—Y) ee, 
woraus die Behauptung abzulesen ist. 
gleichung (1.1). 


Aus dem soeben bewiesenen Satz folgt überdies, daß auch u(x) beschränkt ist. 


satz"1st! - PETE mit 
Beweis. Wird 


2 


Schließlich noch ein Satz über das Verhalten der Lösungen der nichtlinearen Differenzen- 
stimmte Lösung (y,) der nichtlinearen Differenzengleichung (1.1) beschränkt. 


hL<1, dann ist die durch y, be- 


fa yv) —I@ Yo) _ 
Y,—Yo 
gesetzt, so ist nach Voraussetzung 


1,0) 


ER 
folgende Form gebracht werden: 


h 
Y+ı = f 2 2 1,(&,) 


Unter Benutzung der Funktionen /,(x) kann die nichtlineare Differenzengleichung (1.1) in die 
h 
f Tr 9 b41ı +1) 


h 
y,+ 9 U,@) —b+ı &+1)] Yo 
h 
+5 U Yo) + M&+u Yol- 
Aus dieser linearen Differenzengleichung ergibt sich eine Majorante (x,) der Folge der |y,|, 
wenn diese Differenzengleichung durch die folgende ersetzt wird, ‘ 
h h h 
i + 5 or = i == ı)a, + 5 (L—D|\y|+hM, 


denn nach Voraussetzung ist fx, yo) für x > x, beschränkt, etwa |f(z, y,)| S M. Die Gesamtheit 
der Lösungen dieser linearen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten ist 
v 
. 
„= Cl — I HT MFZeeIm: 
en h , I 2 
2 
folgt weiter, daß 


Welches auch die Konstante C sein mag, die x, sind beschränkt, also auch die 0% 


lim , —y) =Iimn 0: 
(y,) ist dabei die zu dem Wert y, gehörende Lösung von (1.1), 


v>o0 


Aus dem soeben bewiesenen Satz und der oben nachgewiesenen Stabilität des Verfahrens 


au Zu jeder positiven "Zahle & eine Nummer’ en 
R 4 


Bun) Are. a7 ee 


ne grobe Dusmge über den Fehler des Verfahrens gewonnen. 


> 


2. Die Simpsonsche Regel 
Pr Wesentlich anders liegen die Dinge bei der Simpsonschen Hegel 


h 
aha hfÜt4tf+ I) e v=1,2,. 


Eurch die nichtlineare Differenzengleichung (2.1) ist y+ı als implizite Funktion von —ı E 
u und y, erklärt. Nach dem Fundamentalsatz über implizite Kunklionen kann Ira als ENT % 


Du Funktion von Y,_1,Y, dargestellt wenn 


er 


3 Ihanın y)| < 1 


ist. Diese aa ist zul wenn h so klein gewählt wird, daß - L<1 ist, und aus (2.1) 


"kann dann y,.ı in eindeutiger Weise durch Iteration bestimmt werden. Zu jedem Zahlenpaar 
Yo Yı gibt es genau eine Zahlenfolge (y,). Wird (2.1) in die Form 


h 
Fi, Y,s Y,+1) = Y,ı1 — U, 1 — 2, ee: r- 4 f, ie +1) = 0 RR ee 2) 


gesetzt, und ist ,_ı + N Y, +9» %»+1 + +1 ein von Y,_1, Y, Wr+1 ee: Punkt, 


Bern, welchem chende, so gilt 


F(y—ı + Mm—l) Y, un Nvs YU»+1 -FiNs41) wi F(y,_ı, Yys Y+1) ==;0h. 


Zu gegebenem 79 ı # 0, 0 gibt es genau eine Zahlenfolge (n,), welche Lösung der vorstehenden 
Gleichung ist. Nach den über f gemachten Voraussetzungen kann vermöge des Mittelwertsatzes 
‚der Differentialrechnung die letzte Gleichung in die Form 


ie) m— = en Nv +F eh, ); +1 = 0 
gebracht werden, wobei P, ein zwischen y,_1, Y, 9-1 und W-ı + 9-1 9, + N» Yv+ı + Nr+1 
liegender Punkt ist. Nach Einsetzen der aus (2.2) folgenden Werte er Ableitungen schreibt 
sich die letzte ae 
bei — 57 984, y4Hı td en) Harn ) Nv 


— es + 3 (7) (2, W—ı 5 v, ” 11 — 0 D = % el (2.3). 


Die aus (2.3) durch Nullsetzen der #, entstehende lineare homogene Differenzengleichung 


h 4h h 
ee 2 ga) =0 nn AN 


in welcher YX,, y,) = q, gesetzt ist, wird als Variationsgleichung des Verfahrens bezeichnet. 
Um einen ersten Einblick in das Verhalten der durch (2.3) bestimmten Folgen (n,) zu 
erhalten, sei zunächst wieder angenommen, daß die Differentialgleichung (A) eine Fear mit 
konstanten Koeffizienten ist, 
y=qy+9@)); g=#+0. 


Dann sind die Gleichungen (2.3) und (2.4) identisch, es liegt eine lineare homogene Differenzen- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten vor. Zu ihr gehört die charakteristische Gleichung 


er ap erg.” DR eT® 
(1 AL pi 1+3) je 0 
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die zwei reelle Wurzeln besitzt. Liegt p zwischen 0 und 1, dann ist die eine der Wurzeln >1, 


liegt p zwischen —1 und 0, dann ist die andere der Wurzeln <—1. Da die Gesamtheit der 


Lösungen von (2.4) durch 
{ „=-G4+G% 
gegeben ist, folgt: Ist p > 0, dann strebt die Lösung X; mit zunehmendem » monoton zunehmend 
gegen + oo, ist p < 0, dann geht |A,|” gegen +. Im ersten Fall ist die Folge (n,) „bestimmt 
divergent“, während sie im zweiten Fall „unbestimmt divergent“ ist. 2 Ps 

Da die Änderung 79 7 Von Yy yı nur kleine Änderungen n, der y, zur Folge haben soll, 
also jede Lösung der Variationsgleichung eine Nullfolge sein soll, folgt: 

Bei der Differentialgleichung y =qy + g() mit konstantem von Null ver- 
schiedenem g ist die Simpsonsche Regel instabil. s 

Bei der Untersuchung des Falles, daß /,(, y) = p(x, y) nicht konstant ist, werde voraus- 
gesetzt, daß p in der Halbebene x > x, der Bedingung 


<1S be El: ee (2.5) 


mit AL< 1 genügt. Jetzt soll gezeigt werden, daß es der Bedingung (2.5) genügende Funk- 
tionen (x, y) gibt, so daß die Variationsgleichung (2.4) Lösungen besitzt, die keine Nullfolgen 
sind. 

1.1st0<I<o@,y) <LmithL<1,dann gibt es eine Lösung der Variations- 
gleichung, die keine Nullfolge ist. Es werde angenommen, daß es eine (2.4) genügende 
Folge (n,) mit lauter positiven Gliedern gibt. Wegen hl<p,<ShL<1 folgt dann aus (2.4) 


pP pP 4 
(1 Ben 2(i+ Plmatzpn v=1l2... 


wo hl= p gesetzt ist. Unter dieser Annahme liefert die lineare homogene Differenzengleichung 
mit konstanten Koeffizienten 


4 
Da pe a 2) N ET un. 
eine Minorante der Folge (n,), denn wenn = = 1, & = n, = 4, gesetzt wird, wo 4, die- 
jenige Wurzel der charakteristischen Gleichung von (2.6) bedeutet, die >1 ist, dann gilt, o, 
=0,1,...), und da jedes «, > 0 ist, besteht die eingangs gemachte Annahme zu Recht. 
Da die Folge (&,) divergent ist, ist es die Folge (n,) erst recht, und damit ist gezeigt, daß es eine 
nichttriviale Lösung von (2.4) gibt, die keine Nullfolge ist. 


2.Ist— Lso@&,y)s—l<0mitL<2lundhl<1, dann gibt es eine Lösung 
der Variationsgleichung, die keine Nullfolge ist. Wird n, = (—1)”£, gesetzt, so 
ergibt sich für die Z, die lineare homogene Differenzengleichung 


1 x 4 1 . 
e +3 84 ı)& SS (1 == sum) =(; v1, 23,00 a2 


wo p, = — 5, gesetzt ist. Es werde angenommen, daß es eine (2.7) genügende Folge (£,) mit 
lauter positiven Gliedern gibt. Wegen O<hlss,<ShL< 1 folgt dann aus (2.7) 


hL hL\ 1 
a I 
| de Gmzll 3/6 ıt zhld,, u FEry- 
Dann liefert die lineare homogene Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten 
hL 4 hL 
Bir = \o,; — 5 hl, — k _, Ju ra 


eine Minorante der Folge (£,). Das charakteristische Polynom der letzten Differenzengleichung 
ist 


F hL\ 4 Bender 
WA) ei + 2 za). 


: 2h 
Es ist y(0) < 0, y(1) = 3 (L—21)<0 wegen L< 21. Somit besitzt y(A) eine reelle Null- 
stelle A, > 1. Wird jetzt, = &, = 1,0, = & = A, gesetzt, dann gti, 2-0 hu 


und da jedes %, > 0 ist, besteht die eingangs gemachte Annahme zu Recht. Da die Folge («,) 
divergent ist, gilt dasselbe von der zuß&,=1,&, —=A, gehörenden Lösung der Differenzenglei- 
re 1; Daraus folgt die Existenz einer nichttrivialen Lösung von (2.4), die keine Null- 
olge ist. 


| 


En, u Ba Dre 
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Die soeben für die Variationsgleichung (2.4) gefundenen Ergebnisse bleiben auch für die 3 
Ka Gleichung (2.3) gültig, wenn bei positivem (x, y) die Bedingung (2.5) und bei negativem (x, 
2.5) mit L< 21 erfüllt ist. 

2 ; Die bei der [Eiapezzege) abgegebene Erklärung der Stabilität ist hier durch die folgende 

zu ersetzen. 

Erklärung. Ist Ei zu einem Zahlenpaar 7,2, mit no| + |m| > 0 gehörende 
Er Lösung von (2.3) eine no dann wird das Verfahren stabil genannt, im 
Be anderen Falle instabil. 


Da, wie soeben gezeigt wurde, es unter den oben angegebenen Bedingungen Lösungen von 
(2.3) gibt, die keine Nullfolgen sind, folgt der ; 


Satz. Genügt die Ableitung Iv@; y) der Bedingung 
I<I</,@ylsL 


et hL< 1 und ist bei negativen Werten der Ableitung L< 2/, dann ist das 
Verfahren der Simpsonschen Regel instabil. 


Aus dem Vorstehenden geht hervor, daß die Benutzung der Simpsonschen Regel zur 
numerischen Integration von y’ = /(z, y) im allgemeinen auf divergente Folgen (n,) führt. Bei 
fortgesetzter Anwendung dieser Regel werden durch unvermeidbare Fehler immer größer wer- 
dende Abweichungen von der Lösung der Differenzengleichung (2.1) eintreten. Besonders un- 

Ä angenehm machen sich diese Abweichungen im Falle Fi <—I1<0 bemerkbar, da dann die 
Folge (n,) oszillierend und damit die Abweichung von der Lösung der Gleichung (2.1) unkon- 
trollierbar wird. Demgegenüber mag das Verhalten im Falle /, > !> 0, wo die Folge (n,) „be- 
stimmt divergent‘“ ist, bei weitem nicht so störend empfunden “werden. So schreibt beispiels- 

B: weise H. Rutishauser auf S.67 der zitierten Arbeit [6], daß bei positivem /, nichts zu be- 

fürchten wäre. Hält man jedoch an der in der vorliegenden Arbeit benutzten Erklärung der 

Ei Stabilität fest, nach welcher nur solche nichttrivialen Lösungen der Variationsgleichung zuge- 

E- lassen werden, die Nullfolgen sind, so ist die Simpsonsche Regel in jedem Falle ungünstig, 
8 da sie auch für /, >> 0 auf Folgen (n,) führt, die keine Nullfolgen sind. 

Ber Von einer Untersuchung weiterer Formeln der numerischen Integration, besonders solcher, 

die mehr als drei Punkte benutzen, möge hier abgesehen werden. Es zeigt sich dabei, daß ein B 

großer Teil der gebräuchlichen Verfahren zur numerischen Integration von gewöhnlichen Dif- F vo 

ferentialgleichungen instabil ist (vgl. hierzu auch W. Liniger [9]). a 


er 3. Ein neues stabiles Verfahren der numerischen Integration a 
Oben wurde festgestellt, daß. die Trapezregel als Musterbeispiel eines stabilen Verfahrens 

angesehen werden kann, während ein großer Teil der gebräuchlichen Verfahren, die mehr als 

zwei Punkte benutzen, instabil ist. Im folgenden wird ein Verfahren beschrieben, das drei 

Punkte benutzt, in Bezug auf Stabilität ähnliche Eigenschaften wie die Trapezregel aufweist, 

dabei aber gleichzeitig mit einer der Simpsonschen Regel entsprechenden Genauigkeit arbeitet. 
Schon C. Runge [15] hat bei der Darstellung der Methoden der graphischen Integration 

von Differentialgleichungen gezeigt, daß bei geeigneter Berücksichtigung des Wertes von f, 

eine größere Genauigkeit und schnellere Konvergenz des Verfahrens der schrittweisen Nähe- 

rungen erreicht werden kann. Wohl läßt sich die für die graphische Integration von C. Runge - 

vorgeschlagene Drehung des Koordinatensystems auch analytisch beschreiben, aber das hieraus 

resultierende numerische Verfahren verliert wegen seines verwickelten analytischen Aufbaues 

an praktischer Bedeutung. Dagegen bleibt bei dem im folgenden beschriebenen Verfahren der 

Aufwand an Rechenarbeit, wenn er auch größer ist als bei der Simpsonschen Regel, in erträg- 

2 lichen Grenzen. 

Br. Man geht davon aus, daß die Differentialgleichung (A) in die Form 


Y—ay=Ml&y) —qy= g@ y) 
gesetzt werden kann, wobei q eine Konstante bedeutet, über deren Wahl unten Näheres gesagt 
Br werden wird. Wird die letzte Gleichung in die Form 


(e717 y)' = e71” ge, y) 
gebracht, so ergibt sich durch Integration, daß die durch den Punkt x,, y, gehende Lösung 
y = u(x) von (A) der Integralgleichung 


y= yyer@—a) + fer@—N galt, y) dt 
genügt. Daraus folgt 7 


“ 


202 


ka il 2 a Ey EEE BE a aa 311 Baer Sa 3 La aa ann kn rn; 
% \ r x N 


u) = Y, @rr-- N) glx, u(x)] dx. 
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Wird nunmehr das letzte Integral mit Hilfe der Simpson schen Regel angenähert, so folgt, 
wenn der Näherungswert von u(x,) mit y, bezeichnet wird, 


yet 3 (erg +4 +9); 
allgemein 
Yıı = eiha y—1 - (eh GA 4 4 eha g, 1 v+1) ER AIR (3.1). 


Es bleibt noch etwas über die Wahl der Konstanten gq zu sagen. Setzt man q = f,(%, Y,)» 

so ist!) 
IylL, y)= I, y,) uud Fan 0. 3 

Danach wird sich die Funktion g(x, y) in der Umgebung des Punktes x,, y, in erster Annäherung 
wie eine Funktion verhalten, die nur von der unabhängigen Veränderlichen x abhängt, aber 
nicht von y. Ein Fehler in dem Werte von y wird daher nur eine geringfügige Änderung von g 4 
zur Folge haben. 

Mit dem so gewählten Wert von g ergibt sich schließlich als eine der Simpsonschen Regel 
entsprechende Formel 


h 
vazeryat+ 3 (EURER EZ EEE a 
wobei Ah f,@, y,) = hq, = p, gesetzt und 
N Pad 131 90 »=v—lL,nv +1 


ist. 
Da, wie gleich gezeigt werden wird, das Verfahren nur für /, < 0 stabil ist, genügt es, die 
Werte der in (3.2) auftretenden Funktionen e? und e?? im Segment — 10 <p=0 zu kennen. 
1 
Nach den über numerische Methoden vorliegenden Erfahrungen ist es ratsam, den Wertp = — io 


nicht zu unterschreiten; durch Wahl eines hinreichend kleinen Wertes von h kann bei beschränk- 
tem negativem /, stets erreicht werden, daß p in dem angegeben Segment bleibt. 

Bei der Bestimmung von y,.ı aus (3.2) durch Iteration hat man zu beachten, daß sich 
9(&, y) in der Umgebung von x,, y, nur wenig mit y verändert. Infolgedessen wird man bei 
Benutzung dieser Formel mit weniger Iterationsschritten als bei der Simpsonschen Regel aus- 
kommen. Infolge der soeben erwähnten Eigenschaft von g(z, y) wird g(&, +1, y,) schon ein guter 
Näherungswert von 9(X,+1, Y,1) sein und daher 


. Ro 
Y+ı = et» Wit 3 leg +4er g, + 9& +1 Y,)] 


schon ein guter Näherungswert von y,;1, der als Ausgangswert für die Iteration genommen 
werden kann. 


Es sei noch bemerkt, daß die Formel (3.2) exakt ist, wenn die vorgelegte Differential- 
gleichung von der Form 


y=qy+ e* P(@) 
ist; dabei bedeutet q eine Konstante und P ein Polynom vom Grade < 3. 
Die soeben beschriebene Methode läßt sich noch etwas verfeinern. Dazu wird anstelle von 
y = /(&, y) die Differentialgleichung 
y’ — (2) y = I, yY) — a) y = 9@, y) 


betrachtet. Hierin bedeutet g(x) eine Funktion von x allein, die in geeigneter Weise zu wählen 
ist. Es ist dann 


9, = I yY) — a@) . 
Bedeutet y = u(x) die durch x, y, gehende Lösung von (A) und wird g(x) so gewählt, daß 
9,l2, u@@)] = 0 ist, also 
aa) = F,l® u@)] , 
dann ist nach dem Mittelwertsatz 


9& y) — gla, ua] = y— ua u+dyw—u), 0<d@y)<1. 


!) Ist die Bestimmung von fy(&,, y,) zu umständlich, so kann man, falls f» = 0 ist, statt der Ableitung 
den Differenzenquotienten 
Kan y» + hf) — FKn 90) 


> hf, 


als Wert von q nehmen. 


A 
. 
# 
y. 


a en 4 
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Wegen der Stetigkeit von 9,(&, y) und wegen g,[x, u(x)] =0 geht die rechte Seite stärker als 
die erste Potenz von y— u gegen Null. Das besagt, daß sich g(x, y), wenn y nur wenig von u(x) 
abweicht, wie g[x, u(x)] verhalten wird, also wie eine Funktion von & allein. 

Wird zusätzlich vorausgesetzt, daß in der Halbebene x > x, die Ableitung [y@ y) in Be- 
zug auf y einer Lipschitzbedingung genügt, 


Way+Md—h&yl|s|kL, L>0, 
dann genügt g9,(x, y) derselben Bedingung, und es ist 


@ y) — gl, u Sy — WAL. 
In diesem Fall geht die rechte Seite sogar mit (y— u)? gegen Null, d.h. eine Abweichung des 
Wertes y von u(x) wird eine verhältnismäßig geringe Änderung von g zur Folge haben. Es sei 
noch bemerkt, daß /,(, y) in der Halbebene <> x, einer Lipschitzbedingung genügt, wenn 
/y, dort vorhanden und beschränkt ist. 
Werden die Funktionen g(x) und g[x, u(x)] durch Polynome Q und P approximiert, so 
ergibt sich eine lineare Differentialgleichung 


Ei yV—Q&$)y= Pa). 
Obwohl sich auf diesem Wege eine sehr gute Näherung gewinnen läßt, wird man kaum geneigt 


sein, in dieser Weise vorzugehen, da dieses Verfahren mit einem erheblichen Aufwand an Rechen- 


arbeit verbunden ist.. 
Zur Untersuchung der Stabilität des Verfahrens wird man die Variationsgleichung der 
Differenzengleichung (3.2) aufstellen. Wird (3.2) in die Form 


==. v 4 v v 
E(y,_; Y, Y,+1) Ze ( a b.) Hr = 9 e( ze 2.) as 


h dr 
3 ("ha taten) 0 


gesetzt, so ist hier zu beachten, daß p, = h’y(x,, y,) von y, abhängt. Von der Funktion /(, y) 
werde wie in der Einleitung auf S. 2 vorausgesetzt, daß sie sich in der Halbebene x > x, durch 


f(&, y) = /&, yo) + plz, m) dn 


darstellen läßt, wo sowohl o(x, y) als auch f(x, y,) für x = x, beschränkt und stetig sind. Wird 
außerdem vorausgesetzt, daß /,,(, y) für > x, vorhanden und beschränkt ist, dann folgt 
aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 


AB ee EP Amar lern (3.3), 


@orn: P, ein zwischen den Punkten 1,9, y+ı und ,iH +1. +9 Yırtna 
liegender Punkt ist. Es ist 


OP, 
n m Fu Y,) —=h L, ’ F,, a F,, h L, > 


Indem man auf der rechten Seite von (3.3) den Punkt P, durch den Punkt y,_1, Y,, %+ı er- 
setzt, ergibt sich als Variationsgleichung von (3.2) die lineare homogene Differenzengleichung 


Den ln ana ee (3.4) 
mit 
F — el 2 A F at ı A 
ei. Se 7 P,—ı1) > Re ? P,)» 
er p 4 ) 
Dee #2 4 DD) a 2 —Pp,)w-ı+ EZ a 


Ist die Differentialgleichung (A) eine lineare 
y—=qay+g@ 


mit konstantem von Null verschiedenem g, dann ist Ivh = (), es verschwinden also sämtliche 
t,. (3.4) ist dann identisch mit (3.3) und reduziert sich auf 


er N»+1 7 er Mm—ı — 0. 


Die charakteristische Gleichung dieser linearen homogenen Differenzengleichung hat die beiden 
Wurzeln A, = + e?. Die Gesamtheit der Lösungen von (3.3) ist daher 


„er +C-1> 6). 
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Ist p > 0, dann ist jede nichttriviale Lösung eine divergente Folge, das Verfahren also instabil. 
Ist dagegen p < 0, dann ist jede nichttriviale Lösung eine Nullfolge, das Verfahren also stabil. 
Es gilt demnach der 


Satz. Ist in der linearen Differentialgleichung y’ =gy+ 9) die ‚Konstante 
q<0, dann ist das Verfahren stabil, ist q> 0, dann ist es instabil. Im Fall 
q>0 ist wie bei der Trapezregel Stabilität vorhanden, wenn das Verfahren 
rücklaufend angewandt wird. mn 
Der Nachweis der Stabilität für den Fall, daß (x, y) nicht konstant ist, ist etwas lan 
wieriger. Zur Vorbereitung dieses Nachweises werden zwei Sätze über die Lösungen der nicht- 
linearen Differenzengleichung (3.2) bewiesen. 
Satz. In der Halbebenex >, si —L< eo, y) <s—I!<0mitL<2], ferner f(x, Yo) 
beschränkt. Dann ist bei hinreichend kleinem h die durch y, und y, bestimmte 
Lösung (y,) der Differenzengleichung (3.2) eine beschränkte Zahlenfolge. 


Beweis. Mit s, = — p, schreibt sich die Differenzengleichung (3.2) 


F . — S, 4 er s, 
(1 )\nu=e (+ )ya+zsu +36 "kath, te’br)- 


Wegen — L<S ol, y) s—1!<0it0O<hlss,<hL und fürv>0 
I(&, y,) — M& Yo) a (a) 


Y,—Yo 
mitO<I!ISI(@) SL. Daraus folgt 
«= M@o Yo) — Yu — Yo) >» »=v—lL,vwv+1 
und nach Einsetzen in die oben angeschriebene Differenzengleichung 


N PR =) 2 zu “ = EN 
e 3 Y+ı =e& 1+ Se 3 1) PAR 3 (5, hl,)y, 


ge s 
+3 le > Ya, 90) + 41 Yo) +4 U, Yo) +, Yo) He’ (fr+1 Yo) + Ir+ı Yo] 


Da /(x, y,) nach Voraussetzung beschränkt ist, |f(x, y,)| S M, ergibt sich aus der zuletzt ange- 
schriebenen Differenzengleichung eine Majorante («,) für die |y,|, indem man diese Differenzen- 
gleichung durch die folgende ersetzt 


h 
eu ae (L— n) — li + . (L— D)6- a h(L—-Do,+2he!!(M +L |y,) 
(3.5). 
Die Differenzengleichung (3.5) ist eine lineare mit konstanten Koeffizienten, die charakteristische 
Gleichung der zu ihr gehörenden homogenen Differenzengleichung ist 


= el Lna— saada—ernlı + c—n)=0. 
Es ist (0) < 0 und 
yd)  shal, Li 
a a 


Geht > + 0, so strebt die rechte Seite gegen 21 — L, eine Zahl, die nach Voraussetzung positiv 
ist. Infolgedessen ist, y(1) für hinreichend kleines positives A positiv. Da auch 


yv(—1) =2chhl— (L—N(4+shhl 


diese Eigenschaft besitzt, liegen die beiden Nullstellen des charakteristischen Polynoms (A) bei 
hinreichend kleinem positiven h im Innern des Intervalls (— 1,1). Schließlich ist die bei hin- 
reichend kleinem positiven h positive Konstante 

er (M ref Yo) Ba 


shäl Tl 
Mr. Pa: 5 -(2+chhld) 


eine Lösung der inhomogenen Differenzengleichung (3.5). Danach ist 
ae GA Pie G% a 8 
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die Gesamtheit der Lösungen von (3.5). Da die A im Intervall (— 1,1) liegen, sind die &, be- 
schränkt, also auch die y,, w. z. b. w. 

Aus dem soeben bewiesenen Satz folgt unmittelbar, daß auch die durch y,, y, bestimmte 
Lösung (y,) von (3.2) beschränkt ist. Wegen 


Na, D) = N, yo) + [pe n) an 
„Ist ; 5 
een 


Wird in dem soeben gegebenen Beweis y, durch y, und M durch M ersetzt, so ergibt sich die 
Behauptung. R 

Aus dem Satz folgt weiter, daß die Folge mit den Gliedern u(x,) — y, beschränkt ist. Ist 
nämlich y = u(x) die durch den Punkt x,, y, gehende Lösung der Differentialgleichung (A), so 
ist diese, wie in Ziff. 1 gezeigt wurde, beschränkt. Das Verfahren verhält sich also in dieser Hin- 
sicht wie die Trapezregel (vgl. Ziff. 1). 

Satz. Wird von der Funktion f(x, y) außer den Voraussetzungen des vorher- 
gehenden Satzes noch verlangt, daß sie in der Halbebenex>xz, in Bezug auf 
die Veränderliche x einer Lipschitzbedingung genügt, dann ist jede der Folgen 


ei) für hinreichend kleine positive Werte von h beschränkt. 
Beweis. Die Rekursionsformel (3.2) kann in die Form 
N Ay, ( a —, Ay,—ı > 2 a 
E et a ee 


Y 


15 s 
ze" hatt tee) 


gebracht werden. Nach Einführung von 


At 
2, = nl ten) 


2 


schreibt sich die letzte Gleichung 


APmER ie 4 2 2shs, 
1-3)es--(1+3). rat j% 


+ “ al Fl r> u) hit 1 —chs, 7 sh s,) ” 


+4 de + ug ba ht) 
oder kürzer 
( _ 2) de, = — i + == e”z 14h man (hi—2f, +hr) - - - 8.6), 
worin die , beschränkt sind. Auf Grund der über /(z, y) gemachten Voraussetzungen folgt aus 
Af, = M& +1 Yr+1) — I@ Yr+1) + I 441) — I Yo) > 
Mekka) -hkh—kllatsht äh), BSR, ISL<ı. 


Wird jetzt die auf der rechten Seite von (3.6) stehende zweite Differenz A%,_ı = Af, — Afı-ı 
durch die soeben angeschriebenen Ausdrücke ersetzt, so geht (3.6) über in die Gleichung 


S, 8, 1 e" S, Zu 3 
(1-8). —In)a=-[((1+%)e + g hb-ı zı+h9Q, 


in welcher die 2, beschränkt sind, |2,| < 2. Infolgedessen ist 
hL 1 | h =) 1 
re A er 2 ht 
(( se ar)eislli4 ae +4a2)l+R9, 


und es liefert daher die Differenzengleichung 


ER, 1 ee | = hl 1 
(1-9). -Aar)a=((i+ 3 e +gAl %&_ı +52 
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eine Majorante der |z,]. Die Gesamtheit der Lösungen dieser Differenzengleichung ist 


he I 3.7) 


ad ng en ne 
2sh hI— (1 +2chhl) 


mit 
hL\ _,: Rn L 
( ze A 


A= — —., 
hL 1 
BA den: 7.1 SR Set 
k 3 ) . 6 en 
Wegen L < 21 liegt A für hinreichend kleines positives h zwischen Q und 1, denn es ist 


TE Art GEB 
h>+0 h 
Ferner ist der auf der rechten Seite von (3.7) stehende Quotient für hinreichend kleines positives 
h positiv, denn sein Grenzwert für > + 0 ist 
2 
Erg Öi, 


Infolgedessen sind die «,, also auch die z, beschränkt, woraus unmittelbar die Behauptung folgt. 
Der in der Gleichung (3.3) auftretende Koeffizient von n, ist 
IP) =hF,(P)uP,). 


Der Wert dieses Koeffizienten in der Variationsgleichung (3.4) wird erhalten, indem man P, 
durch y,_1, Y, Y+ı ersetzt. Es ist, wie eine leichte Rechnung ergibt, 


1 1 — v (3 Ss— 
h I, ei (e'% h-ı— e ha, +1) + (e' "1 —e nn Y—) 
2 
9 sh = > A Pe 
rn ® Re 3 hq, Y—ı ex —hq, A, . 
Bee | tler ae ne ee 
;- 


Aus den oben über f(x, y) gemachten Voraussetzungen ergibt sich auf Grund der soeben 
bewiesenen Sätze, daß jede der Folgen mit den Gliedern 


1 1 
h RUN Y YUv- 1) E h F,(P,) 


beschränkt ist. Für die erste dieser Folgen kann das aus (3.8) abgelesen werden, denn die % 


sind beschränkt und mit den y, auch die /,. Für die zweite dieser Folgen schließt man wie 
folgt. Da sowohl die zu y,, y, gehörende Folge (y,) als auch die zu Y,, Y, gehörende Folge (1,) 
beschränkt ist, gilt das Gleiche auch für die Folge mit den Gliedern 7, = Y, — y,, sowie die 
Ay, 


Folge mit den Gliedern y, + ®,n,. Da ferner die Folgen ( 1 
N 


Ay, h Pe 
und | —) beschränkt sind, ist es 
auch die Folge mit den Gliedern h 


Ay, 40 _ Wa td nut). 
h se, h r 
das Gleiche gilt von der Folge mit den Gliedern /(&,, y, + 9, n,), denn 


a, +9) m) Hrn td), 0<H<1. 
Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen kann nunmehr der folgende Satz bewiesen 
werden: 
Satz. In der Halbebene > x, sei die Ableitung /,(x beti ü 
| zZ ‚y) stetig und genüge 
dort der Bedingung LS! &y)s—l<0mitL<2l Ferner seien dort Pe, 
und /(&, yo) beschränkt. Außerdem genüge f(x, y) in bezug auf die Veränderlichez 


einer Lipschitzbedingung. Dann ist das Verfahren für hinreichend kleines 
positives h stabil. 


Beweis. Es ist mit s, = — p, nach (3.3) 


s 1! 
e (1 -F 3 As,) +1 


12 1 | | 
e (1 I 3 As) Ma—hl, 2, Nu| >» 
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.., r 


a ls) AT om Te Pr Ta, 
en 1 3 An)mulse [ +3 As) Im-ıl + hl IF, |bnl. | 
RE die obere Grenze der m IF,,(P,)| mit C und die von |f,,(&, y)| mit T bezeichnet, so ergibt 2 
‚sich wegen [As,|Sh(L—) und, =s=hl a E: 

ER De L) mulsSRCT |n,| Heli + a) mil - En 
Somit liefert die Differenzengleichung Ä 


. 


N IE : 


eine Majorante der |n,|, sowohl für die aus (3.3) als auch für die aus (3.4) folgenden n,. Die, | 
eharakteristische Gleichung dieser Differenzengleichung ist 


%, 


ARE h 

Br a) = e(1— n ner C Ta—eli En cn) Er 

Es ist y(0) < 0 und 

Be: vl) _ shs wi j h an u 

Be a: I 3E-)ehs+zCT. Be 
Für A> +0 strebt die rechte Seite gegen = al — L), eine Zahl, die wegen L<21 positiv 2 2 “ 
ist. Infolgedessen ist für jedes hinreichend kleine positive h der Quotient a >0, also auch 3 ie 
y(1) > 0. Wegen 3h Be 

PR y(—I) _shs j) h 

E- IE. eis net 


ist auch » (—1) > 0. Dann besitzt aber y(A) zwei im Innern des Intervalls (—1, 1) gelegene 
Nullstellen A, > 0 und },< 0. Die Gesamtheit der Lösungen von (3.9) ist 


&, — 4 + Ci . 


F-- In ’ 
Bi -- n.|=%,= |Gl|A + |Cel Al” 


2 

- FR) 
E: steht rechts eine Nullfolge, welches auch die Konstanten C sein mögen. Somit ist jede Lösung TR 
Be von (33) und (3.4) eine Nullfolge, das Verfahren also stabil. Br - 
Z Danach verhält sich das soeben beschriebene Verfahren, was seine Stabilität anbetrifft, e- 
E e: ähnlich wie die Trapezregel. It —L<s/,s—!<0 mit L< 2/1, dann ist es stabil, und ist ET 
...0<Is/,sLmitL< 2/1, dann ist es stabil, wenn es rücklaufend angewandt wird. Be: 
7 Der oben beschriebene Vorgang, durch welchen das aus der Simpsonschen Regel ent- 3 
E springende Verfahren so abgewandelt wird, daß es stabil wird, kann auch auf Formeln übertragen F 
3 werden, die mehr als drei Punkte benutzen, beispielsweise auf eine in einer früheren Arbeit [14] 


des Verfassers angegebene Formel mit vier Punkten (vgl. Formel (6.1) auf S. 166 der genannten 

Arbeit). Von einer Erörterung der hieraus entspringenden Verfahren möge hier abgesehen werden, 
da die Untersuchung der Stabilität derselben bei weitem verwickelter wird als die des soeben 
-— behandelten. 


4. Ein stabiles extrapolierendes Verfahren 


4 Während bisher ausschließlich interpolierende Verfahren behandelt wurden, soll im 

_ folgenden ein extrapolierendes Verfahren untersucht werden. Ein bekanntes Verfahren 

dieser Art stützt sich auf die sogenannte Tangentenregel. Ihre Anwendung auf die numerische 
Integration der Differentialgleichung (A) führt auf die Formel 


ee 2 LEARN Y,)» ab; 2, ER 
Die zu diesem Verfahren gehörende Variationsgleichung lautet 
NM+1 7 2 P, m M—1 —= 0; 

Im Falle der Differentialgleichung y’ = qy + g9(x) mit konstantem von Null verschiedenem q 
ist die Variationsgleichung eine lineare homogene Differenzengleichung mit Konstanten Koeffi- 
zienten. Da das charakteristische Polynom dieser Differenzengleichung stets eine Nullstelle vom 
Betrag >1 besitzt, ist das Verfahren instabil. Von einer Erörterung des Falles, daß /, nicht 
konstant ist, soll daher abgesehen werden. 


Au a LU CAeE z ds Dr 0 
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Dagegen ergibt sich ein stabiles Verfahren, wenn die Tangentenregel zur näherungsweisen 
Bestimmung des Integrals benutzt wird, das in der im Anfang der Ziff. 3 auftretenden Formel 


ua) = yo ha + [er gfa, u(a)] de 


auf der rechten Seite steht. Wird der so erhaltene Näherungswert von u(z,) wieder mit y, be- 
zeichnet und für q der Wert f,(z,, yı) genommen, so ergibt sich 
nenn +2heng=yein—Ahqety+2henf, 

allgemein mit p, =hq, 

Yyazede”rya—2p,e"y,+2herf,, we HR Ve 

Die Untersuchung der Stabilität verläuft in entsprechender Weise wie bei dem in Ziff. 3 

beschriebenen Verfahren. Dabei werden über die Funktion f(x, y) dieselben Voraussetzungen 
wie dort gemacht. Wegen 

F(y,_ı, U Y,+1) = En Yv+1 an er W—ı + 2 P; Y, u 2 h l; =E 0 % 


i 
f AF=F,. (P)pa HI PIE, BP (4.2), 
wobei zu beachten ist, daß p, = h’y(z,, y,) von y, abhängt. Die Variationsgleichung lautet 
dF—=F a EN (4.3) 
mit 
er er, Fun = Mi 
P,=ALF, =r1L.@0u one Poly E20 (4.4). 


Ist die Differentialgleichung (A) eine lineare, y' = qy -- g(x), mit konstantem von Null 
verschiedenem g, dann ist /,, = 0, sämtliche Z, verschwinden. Die Variationsgleichung lautet 
in diesem Fall 

es? ME eP Mm— = 0. 
Daraus folgt der 
Satz. Ist in der Differentialgleichung y =gy-+g(x) die Konstante g<(, dann 
ist das Verfahren stabil, ist g>0, dann ist es instabil. Wird das Verfahren im 
Falleg>0Orücklaufend angewandt, dann ist es stabil. 

Die Frage nach der Stabilität bei nichtkonstantem /, soll nur für den Fall —L< p(z, y) S 
— 1< 0 untersucht werden. Wie schon in Ziff. 3 gezeigt wurde, ist die durch den Punkt x, Yo 
gehende Lösung der Differentialgleichung (A) beschränkt. Dies trifft auch für die Lösungen der 
nichtlinearen Differenzengleichung (4.1) zu, denn es gilt der folgende 
Satz. Ist —Lso@y)s—l1<0mit L< 21, ferner f(x, y,) beschränkt, dann ist bei 
hinreichend kleinem positiven Ah die zu y, y, gehörende Lösung (y,) der Differen- 
zengleichung (4.1) beschränkt. 


Beweis. Mit p, = — s, schreibt sich (4.1) 
het tn rasntahl, »‚=1,2,.. 
Wegen 
I, = Ka Yo) —, (Y, — Yo)» D<IsL,sL 


kann diese Gleichung in die Form 
yet 2 —hl)y, +2hlf Yo) + 1, Yol 
gebracht werden. Dieser Form entnimmt man, daß die lineare Differenzengleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten 
ea, =er"a.ı +2 h(L—Do,+2h(M + L|y,)) 
eine Majorante (x,) der Folge der |y,| liefert. Die zu dieser Differenzengleichung gehörende 
homogene besitzt die charakteristische Gleichung 
ya) = et! RM —2h(L—-DA— ent! =0, 
Es ist y(0) < 0 und 
vi) ‚sh hl 
2h hl 
Geht A— +0, dann strebt die rechte Seite gegen 2!—L, eine Zahl, die nach Voraussetzung 


—1 
. strebt für > + 0 gegen L > 0. Daraus folgt, daß die beiden Nullstellen 


LIEnE 


positiv ist. Y 
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von (A) bei hinreichend kleinem positiven him Intervall (— 1, 1) liegen. Ferner ist die für hin- 
reichend kleines positives h positive Konstante 


Bu M+L/|y,) 
sh hl 
l 51 —(L—) 


eine Lösung der inhomogenen Differenzengleichung. Somit ist die Gesamtheit der Lösungen der 
inhomogenen Differenzengleichung 
&, = CA + (22 +L. 

Daraus kann unmittelbar abgelesen werden, daß die Folge («,), also auch die Folge (y,) be- 
schränkt ist. 

Wie in Ziff. 3 kann gezeigt werden, daß auch die Folge (y,) beschränkt ist. 

Aus dem soeben bewiesenen Satz ergibt sich, daß auch hier die Folge der u(x,) — y, be- 
schränkt ist. Wie in Ziff. 3, so gilt auch hier der 
Satz. Wird von der Funktion /(z,y) außer den Voraussetzungen des vorherge- 
henden Satzes noch verlangt, daß sie in der Halbebene > x,in Bezug auf die 
Veränderliche x einer Lipschitzbedingung genügt, dann ist jede der Folgen 


= 


) für hinreichend kleine positive Werte von h beschränkt. 


Beweis. Nach Einführung von 


Ay, 
2, = hr 43, 
geht die Rekursionsformel (4.1) über in 
ee E) Fi KR yEAe 2 Hs ch) mer A. A 


Es ist 
Afı-ı = fa, 4) — Io 4) + Io 4) — 1, W—1) 
= hk,ı —W,—yo)loı = hkiÜ— hl lh-ı + 2-0); 
KI<K, [el 
Damit schreibt sich (4.5) 
De EHE Dip af a ee) Be en 


Also ist 


ez|s(e"+hDlsnl+h]|2,], 008 
Infolgedessen liefert die Differenzengleichung- 
et —le tt! Hhl)su4u-+h2 


eine Majorante der |z,|. Die Gesamtheit der Lösungen dieser Differenzengleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten ist 


eh! 4 hL’ h2 
RE | Ben BERSPBEN 
Wegen L< 2l ist für hinreichend kleines positives h 
e-k! ıhL einlil) 
RT N 
denn der Grenzwert des letzten Ausdrucks für AR— + 0 ist 
een 
21—L i 
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung 
Nach (4.4) ist 
1 Aus 1 an AR ieh TE ER 
— Pr = —-.! rar v . 
Br en an Ber 


Da die bei y,_ı und y,.ı stehenden Faktoren beschränkt sind, desgleichen die a n 


man wie in Ziff. 3, daß sowohl die Folge mit den Gliedern SEA AER Y„ Y,+1) als auch die 
; 1 | 
mit den Gliedern rn F,,(P,) beschränkt ist. 


‚ schließt 


10 
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Nach dieser Vorbereitung kann ein entsprechender Satz wie in Ziff. 3 über die Stabilität 
des Verfahrens bewiesen werden. 


Satz. In der Halbebene 2>x, sei die Ableitung f,(, y) stetig und genüge dort 
der Bedingung —L<f,&,y) s—l<0mit L<2Il. Ferner seien dort In Y) und 
f(x, yo) beschränkt. Außerdem genüge /(x,y) in Bezug auf die Veränderliche x 
einer Lipschitzbedingung. Dann ist das Verfahren für hinreichend kleines po- 


sitives Ah stabil. 
Beweis. Die Variationsgleichung (4.3) lautet 


er Nv-+1 4- h BE F,, 1 er m—ı = 0. 


Aus ihr ergibt sich eine Majorante (&,) der Folge der |n,|, indem man eine geeignete Lösung der 
Differenzengleichung 
Mo —MCTa,—eEMaım=Ü, 0a Dee 


aufsucht. Entsprechend den Darlegungen in Ziff. 3 ist auch hier diese Majorante gleichzeitig 
Majorante der nichtlinearen Differenzengleichung (4.2). Das charakteristische Polynom der 
linearen homogenen Differenzengleichung (4.6) mit konstanten Koeffizienten ist 
ya) = er —RCTiA—et=0. 
Es ist y(0) < 0 und 
y(l) _shal h 


ut > 
Für AR +0 strebt die rechte Seite gegen 1 > 0. Auch 

veD)_shhl,,, h 

2 mes 


strebt gegen diesen Grenzwert. Somit sind y(1) und y(— 1) bei hinreichend kleinem positiven Ah 
positiv. Daher besitzt das charakteristische Polynom y(A) zwei im Innern des Intervalls (—1, 1) 
gelegene Nullstellen. Die Gesamtheit der Lösungen von (4.6) ist 


&, 3 G4 nu. Gä. 


Welches auch die Konstanten C sein mögen, die Folge («,) ist stets eine Nullfolge. Somit ist jede 
Lösung (n,) der Variationsgleichung eine Nullfolge, das Verfahren also stabil. 

Ist0<7= fy(& y) <L, dann wird das Verfahren stabil, wenn es rücklaufend angewendet 
wird. 
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Torsion of composite epitrochoidal sections 
By P. P. Chattarji 


Die Methoden der komplexen Funktionentheorie werden angewandt, um in geschlossener Form das 
Torsionsproblem zu lösen, das bei konzentrischen epitrochoidenförmigen Querschnitten zweier elastischer 
isotroper Körper aus verschiedenem Material auftritt. 


In this paper the techniques of complex function theory are adopted to solve the torsion problem of con- 
centric composite elastic epitrochoidal sections of two different isotropic materials. The results have been 
obtained in closed forms. 


On applique les meihodes de la theorie des fonctions complexes afin de resoudre le probleme de torsion, 
probleme qui apparait aux sections transversales concentriques et Epitrochoides de deux corps Elastiques et 
isotropes faits de deux materiaux differents. 


MeronbI Teopun PYHRUHÄ KOMINIEKCHEIX IIePpeMeHHbIX IPUMEHAIOTCH MIIA pelieHnnun 3amaym 
O Kpy4eHHM, BOSHUKAIOINEeM IIPU KOHNEHTPHYECKUX CEeYEeHNAX, UMEIOIIMX BUN 3IUTPOXOMNEI, 
ABYX BAIACTUYHBIX U30TPONHBIX Tel U3 PA3IImYHOTO MaTepuana. 


Introduetion 


Torsion of bars of different materials on the assumption that each component is homoge- 
neous and isotropic was discussed by Muskhelishvili[1], [2]. Solution of the torsion problem of 
”a circular cylinder reinforced by a longitudinal bar was obtained by Vekua and Rukhadze [3]. 
Payne [4] gave the solution of torsion of composite section (i) of two different isotropic materials 
and (ii) portions of which are orthotropic, the remainder being isotropie. Recently function 
theoretic method has been adopted by Mitra [5] to solve the torsion problem of a circular cross 
section which is composed of two different isotropic materials. Torsion of cylinders with solid or 
hollow inclusions is also discussed by Graven [6] by extending the complex variable treatment 
employed by Stevenson [7] in connection with homogeneous hollow cross sections. 

In this paper the techniques of complex function theory as employed by Mitra [5] have 
been adopted to solve the torsion problem of concentrice composite elastic epitrochoidal sections 
of two different isotropic’materials. The cross section is mapped conformally on a circle and the 
boundaries of different materials are conformally represented on circumferences of concentric 
eircles. It may be noted that the extension to an arbitrary number of different isotropic mate- 
rials is immediate and trivial. 


General Theory 


The axes x, y are taken in the plane of a cross section of the cylinder and the axis of the 
cylinder is taken as the z-axis about which the twist 7 per unit length is given. Let the cross 
section S of the cylinder consist of the region S,, bounded by the curve C,, and the region S,, 
bounded by the same curve C, and a curve C, enclosing the former. Let u, and u, be the moduli 
of rigidity of S, and S, respectively. 

Let the displacements along the co-ordinate axes be 

Der ryı2z ld -Tzt, er DL inS, 
and EEE RE EITTT SAT 
wer, wyerzt, werd, !mS 
where Ö, and d, are the torsion functions in S, and S, respectively. 
The stress components are 


od, ‘98, 
(Taz)i = zul Ar ») ’ ya)i — Tu; es Fr e) 


the suffix i = 1 is affixed for values in $S, and i = 2 for those in S,. 
The body stress equation of equilibrium 


shows that ®, and d, are harmonic within the regions they exist. 
Let y; be conjugate to &,. If we put 


1 
= z@+N) ne 


e 105 
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the above stress components become 


oY 22 4 ee 
Ba=Tayy was—tnn MD... 22. Q. 


Since displacements are continuous across the boundary C,, we have from equation (1) 


8, =9d, forpointson(.»-.».- rn. nenn (4). 
Also since the external boundary C, of the cylinder is free from tractions we have | 
dx 
en a Ze on G, 
eins no Ar ne ATRT RE VE EE (5) 


1 
n=za@+tp) 0nG 
dropping an unessential constant. 
Since the tractions are continuous on the boundary C,, we have from equation (3) 
Yı 2 — Ya 2 on G u Kt Te) Tara TREE (6). 
It is possible to solve for ®, and ®, from equations (4) to (6). 
We now seek a solution applying the techniques of complex function theory. Let 
ACH EN RN ARE [7 (&) #0: or oo. within SI 2 252% (7) 
0 


transform conformally the curves C, and G, to circles v, and », in the Z-plane, the radii of the 
latter being o, and £ (e, < 05). The region S, will now correspond to the eircle {|< o, and S, 
to the circular ring og, < ö|<o,. Then 


zz ae DO ee Te Aw (8), 
where 
b„(o) — < Ants a; 0?° A nn = b, es a . (9). 
Assume the complex torsion function in the Z-plane 
a Bau Eu a 2 5 R=-d, Final Ber Dir zZE (10) 
we have by equations (4) to (6) 
DB; BE B 
2, ur = A, ’ * = on a b,„(0s) ’ Ka B, 7 7 —b,(0,) = MıtA, b„(e)} (11). 
1 


Solving from above equations, we have 


ae (Ha — Mı) 01" due) — (up + P)0a" dr (02) — (a — 11) 05” {bn(02) — dn(aı)} 
(Hr — 1) 0” — (Ha + u) 8" 


B, — Mean) 84" buleı) — (fa + A) 3" dula) - 
(Ha — A) 0" — (ua + 1) 5” 
The torsional rigidity of the prism is 
od od 
N IE a ie ar If 00, 98 
Pa F x +y En L FRE FIR PIE De en Ba dx dy. 


So [5] 


N= D3 "2 Im Cn(01) b_.n(oı) + Ha {Cn(0) b_n(0,) — C„(01) b_n(o1)}] 


es 


— ur 2 n An b_n(Q) — Hp ”2 n Batb-n@) na}. » 2... (13), 
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where 


Ara = OUT EURE OLE (14). 


Solution 
We now consider the cross section .S in the form of an epitrochoid. In this case 


z=ol)=b("+a}), 
ao 
transforms the concentric epitrochoids C, and C, to concentric circles », and », of radii g, and o, 


in the [-plane (0, < 1, 9 <1, 0, > 0,). It may be noted that the ratio of the radii go, to g, is 
determinate. 


(tranänteger, > Te ;DF>I0, ur my Far (15) 


The transformation coefficients are 
med, ar eb "all. other a, = 0, Ser ne (16), 


so that 
b, = b? (a? 0? + o®"), be, abio%, ba Feet al. other bye Orr?) 


b2 
A= an) 4 +) — (da + 0”)}: 
b2 
B, = a6 (in — u) (@ ei +0) —- + u) (do + N); 


PN Ne A A ae, 
ar Ne y 
(Hg — u) br = (us + A) Br 
a 0)0 7 © (er i)0, - 
2 2 
B_m_n = ab? o?n—2 g2n—2 (ur me) 9 — (Ue + 10) 
(n—1) a 0, 1425 (ug -— ih) pr Se (Us u 7) a 


Bn—1 — b2 


Beben ns ornabe, eo) aber mzlly 

Therefore 
Fed Five TAT), | Br 
1 A Re I a u a 2 en EB a 5 2 EN Ta a EEE . 


Putting £ = o e'®, we have 
‚BB, = — A, "Tsin(n—1)®, 


B_a-) _ 


oz 


er ae 


1 Ba-ı o""!} sin(n— 1) © 
I£ T,, Te be the projections of the shear stress vector n acting at some point of the cross 
section S, on the axis o, © of the curvilinear co-ordinates, we have [8] 


ET, IE ol 
T—iTo= FO al) wQ). 
So in $, 
ut (n— 1) 0"? (Anı — ab? od) sin(n—1) © 


Rn {n? 02% + 2anor cos (n— 1) 9 + a2’ En 
Fi - an DA, era 05 1) ab Te u: 
ee 2 3 b {n? or +2 ano !cos(n— 1) 0 + ayıl2 
In S, 
T _ _ Ben Yie® (Bade) +0" B-n+1)sin(n—1) © | 
hi b{n2 0"? + 2ano"cos(n— 1) 0 + ayı ; 
(23). 


To nd 
nrlor tn) B, 1 (a1) 0 (a1) B_,41]cos(a—1)O—nbre"-1—at bt 0 | 
b{n? 0"? +2 ano" cos(n—1)0 + a! 
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On the boundary C,(oe = 05), T, = 0 and so T = (To), =. Ri; n< a,i.e. if the contour 
has no angular points, the maximum value of T occurs at those points of the external boundary 
. where cos (n— 1) © = — 1; these points are closest to the centre. 


The torsional rigidity can now be easily obtained from equation (13). 
= 2 ad (a) Aa+nE) Rate) tal +tnE") 
xt) +n +) atın — u)” + m"*”] 
— za (n — 1) [m Ed" An-ı + {Br (&" — ”)— B-u @-a) 2 M. 
Eo=0,,=1, m = % = u, we get the torsional rigidity of a homogeneous eylinder 
whose cross section is an epitrochoid. In this case 


5 


N=zanll(a@+detn) ee ee a a 
which agrees with the result given by Muskhelishvili [8]. 


Diseussion 


(i) Torsion of a composite cylinder whose section is a Pascals limacon can be dealt with 
similarly. The mapping formula 


z= ol) =b(? +ad), b>0, a>2 
transforms concentric limacons to concentric circles. The transformation coefficients are 
4=ab, a=b, allother „=0. 
(ii) The mapping formula 


1! 
= atl1+5}) 
2 
transforms concentric cardioids to concentric circles. The transformation coefficients are 


aqa=4Aa, [ı Pe 57 AR 
(iii) The mapping formula 
z=cö(l+AR) 


transforms concentric fluted columns to concentric circles. Here 
> meh 


(iv) The case of a hollow cylinder whose cross section is bounded by two concentric epi- 
trochoids is obtained by putting u, = 0 in equation (24). 
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Accelerating body with vortex trail in variable 
’ two-dimensional flow 
By G. Power 


Für den Fall eines bewegten Zylinders beliebigen Querschnitts, der eine Wirbelspur im Medium hinter- 
läßt, werden Ausdrücke für die resultierenden hydrodynamischen Kräfte auf den Zylinder abgeleitet. Die 
ungleichförmige Bewegung des Mediums wird einer Anzahl variierender Spiralwirbel zugeschrieben, die 
jede gegebene Strömung approximieren. 


Expressions for the resultant hydrodynamical forces on a cylinder of general cross-section are deduced 
when the cylinder is in motion, and when a vortex trail is assumed to form behind. The fluid itself is moving 
non-uniformly, and its motion is attributed to a number of varying spiral vortices, which can be used as an 
approximation to any given flow. 


Pour le cas d’un eylindre mouvemente d’un profil en travers quelconque laissant une trace turbulente dans 
le milieu, on derive les expressions pour les forces hydrodynamiques y resultant, agissant sur le cylindre. Le 
mouvement irregulier du milieu est attribue d un nombre de tourbillons helicoidaux variants, approximatifs 
a chaque courant donne. 


7a 


’ 

‚aa cıyyan ABHHKYINeTOCH IIMNHHNPA IIPOH3BOJAIBHOTO CeYeHHA, OCTABIIAIOIIETO B Cpene 
BHXpeBoü CIE, BBIBOAATCH BbIPA3ReHHA IA PABHONeÄCTBYIOIIHX TUNPONHHAMMYeCKUX CHI. 
HepaBHoMepHoe NBM}KEeHHE CPeNbI IPMUNCHIBAeTCA PANY IIepeMeHHhIX CINUPasleo6PpasHbIX BUX- 
peü, aumpoRCHMUPYIOIIMX JIH060€ 3aNAHHOE TeyeHne. 


a nn‘ 


Introduetion 


” 


Ne 


The problem of a cylindrical body moving two-dimenionally in a general manner in an 
incompressible inviscid fluid (even air may be considered incompressible for a large range of 
speeds) has been successfully treated by means of complex potential theory, but there has not 
been given a great deal of consideration to the case when the body forms a vortex trail and the 
fluid itself is in non-uniform motion. These conditions would normally be encountered in actual 
> flight. We here attribute the motion of the fluid to a number of varying spiral vortices. This 
can always be used as an approximation to any given flow, and, of course, is a pertinent assump- 
5 tion in wind-tunnel theory. The complex potential function is easily obtained by use of existing 
Br theory, and the complex force and couple on the moving cylinder are determined by means of 
E the Blasius formulae. However, when a vortex trail forms behind the cylinder the motion is 
a no longer irrotational in this region, so that the Blasius formulae cannot be used unless we 
exclude certain points on the body near to the trailing edge. This difficulty is avoided by assu- 
ming that the wake is confined to a narrow strip extending from the trailing edge, and contour 
integrals appearing in the solution can then be taken from the trailing edge round the contour 
of the cylinder and back again to the trailing edge. 


KREISEN » 
“ sr x 


a I 
u! 


Complex potential function 


The origin of coordinates is taken at a fixed point inside the contour of the cylinder. Refer- 
red to a pair of rectangular axes Ox, Oy fixed relative to the body, any point in the plane of the 
section is determined by the complex position vector z= x + iy. Itis assumed that the body 
moves in a general manner through the non-uniform stream such that the fluid motion is the 
same in all planes parallel to this section and such that a vortex trail extends behind; circulation 
is also assumed. We suppose that the region of the z-plane external to the section of the body 
is mapped conformally on to the region inside a modified semi-infinite rectangle in the Z-plane 
by a transformation of the type 

[0,0] 
DEREN ORENER DE ed TTS 
n=0 
where 7 = + ® is chosen to correspond to z—= + & and the contour of the section is defined 
to ben = 0. The unicursal representation of the boundary is thus 


oo 
2 5 A, en—DiE, 
n=0 
and we see that as £ increases by 2, then contour is described once in the negative sense. 

This transformation ceases to be conformal at’a sharp trailing edge, and in general we are 
led to an infinite speed at this point in the fluid. The Joukowski condition may be used to 
overcome this difficulty, thus determining the value of the circulation. Furthermore, when a 
vortex trail extends behind the aerofoil the motion ceases to be irrotational in the region of this 
trail. By assuming that the wake is composed of a continuous line distribution of vortices exten- 
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ding from the trailing edge, the Blasius integrals are evaluated from the trailing edge around 
the contour and back again to the trailing edge. 
Let the undisturbed complex potential referred to the above axes be 


= — 2 Klge— 2) NEON er. 20 0), 


where K, can be complex; and let the motion of the cylinder be defined by the velocity com- 
ponents u, v along the axes and an angular veloeity & about an axis perpendicular to the section. 


We find that if the circulation is K the disturbed complex potential is given by 


s(zı) 


6%) _—_ pi 
= Nneu—ar- [ine =, }% 


Fr 1— el) 
8(20) 
(A (Ad .r Bei 
— DI K,log [1 — et] d Krlgl— et]... .. (3) 
r=1 =] 


with usual notation (Ref. [1]), where 
2%, = yıw—iwb,; (n>1), 
N=,W—w—iwb,, 


En — 
= Gr 
r=0 
and w=u-iod. 


In this equation the integral terms represents the effect of the vortex trail which extends 
from the trailing edge z, to the point z,, k, being its strength per unit length at a distance s aloug 
the trail measured from the trailing edge. e 


Complex force 


Expressions for the complex force and couple on the cylinder moving in a general manner 
in a fluid which is in itself in motion can be obtained by use of the Blasius formulae. In parti- 
cular, the complex force is given by 


Y+1x=3 [w+109@-io9@ 


Bl ler o [/2Q 92 
 [(® 1w2 =) eo: (at a)® ER (4). 


When a trailing wake is formed the contour integral in the z-plane is transformed to an integral 


in the Z-plane, the limits being £,, &, — 27 where £, is the point on 7 = 0 corresponding to the 
trailing edge. 


On transforming to the Z-plane we see that 


dze=i Y (n—1)a,er-dirgt, ad=—i 5 (n—1)a, ee wdirge, 


n=0 n=0 
since on the contour of the cylinder € =£. 
The integrals contained in (4) that are independent of Q are evaluated as below: 
) [@=/fd=0, 


G—2n [0) oo 
(1) [:@=-iJ (2 anne) 3 Mn Nünerw—wit)ae 
6 % n=o0 n=0 2 
=2riy (nm —1)mn, 
n=0 
(III) S2d2=[z2,— [ze = —-2ril(n—1)a,a, 
% e n=0 


(IV) [z&=0, 


“ 
i 
‘ 
‘ 
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©) [22 =2ril 3 nd hr), 
c n=0 
(VD Nzadz = —Anil 3 eh, %). 
We also require the following integrals: 
BT 00 
(VII) [%%- j 7% 
ec & 
&—2n s(2) 
= (2 in Q) et — K— (2 ee 5 it a 
N n=0 n=1 
& 8(Zo) 
1163 (%,2 > er 2 u de 
r=1 
=aAnK, 
Pte 
(VIID %%- [ Zr 
c % 


© x. » Sat. Be erkenne 
.— Bat ine: OD, Kae RE, — a er) 
n=1 r=1 
s(zı) 
—- Kiat+i| ia + (ld — e)]asl. 
(20) 


(IX) In order to evaluate the integral 


Nele [eye 


we remember that the region outside the cylinder and wake transforms into the region inside the 
contour in the Z-plane given by 


a) the real axis fomö =4, ti =, — 27, 

b) the curve corresponding to the vortex trail fom = &,— 2rtof=4, —2n, 

c) the line & = & — 2 parallel to the imaginary axis from & = &, — 2 r to infinity, 
d) the line parallel to the &-axis at infinity, 

e) the line & = £, parallel to the imaginary axis from infinity toö = {,, 

f) the other side of the vortex trail curve fom& = &,toß ={,. 


Poles exist © =, =L„& ={&,—2n, and at all points along the wake curves. The 
contour is indented at all the points along the wake in order to exclude them. The integrals 
along c) and e) cancel, since discontinuities due to the trail do not extend beyond these points. 
The integrals along the wake curves can be written 


s(2ı) 
02,\? 002,;\? 
FIey-enle 
s(20) F 
where 02,/0z, 02,/0z are the values of 02/0z at points on opposite sides of the vortex trail, so 


that 9Q,/0z — 0Q,/0z = k,. Also (02,/dz + 02,/9z)/2 is the conjugate complex velocity of a 
particle of the wake curve excluding the motion due to the vortex itself, so that 


00, , 00, 


— 22 +0—io2). 
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Hence the integrals along wake curves reduce to 


s(zı) 
2) h (, +0w —iw2,)ds. 


8(2,) 


For the integral along d) we have to evaluate 


&ı 
a 
0% ) dz/dd 
G4—2n 
Since e'® tends to zero as n tends to infinity, 


dz\—! ; @ er 
— —i ae enic 
(z) (me u hd ) 


Urn, 
n=1 
say. 
Also 0.2/d£ is given as in (VII), so that the integral along d) is zero. 

Now the integral round the complete contour in the positive sense in the Z-plane is equal 
to 2rri times the sum of residues of poles within the contour,- and poles exist at the points = je 
To find the residue at £ = : In we set ©={,+ E and determine the coefficient of E-! in the in- 
tegrand. To the first order in & we have 


bee) 


where 
solar „fee 
er de Er r d£? 7 
Kt irt+inmMe NERTIRK 
(2) 


e 5 =) iE (2 =) iE 
k, z = 1— r — = 1 Er d 
"ei li ER) | (I. | < (1 _ee 3) | 2 (1 23 , s 


» Tu) iE r _ iE 
NE Ma RE ee PRIBIE 6 


i=1 
1 i E 

A K, e E + a + 2 { 

We now see that the complete contour integral has the value given by 


H=—4ni EN Inher— 


r=1 


p K: ” 
.2 

—2n > "ie 
ER: 2, 


} Dan 
The integral en dz is thus equal to 


s(2,) . 
all u Ta ivezei. 


s(2,) 
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(X) Terms due to the accelerations are obtained from the integral 


&—2n 
eR . 90 dz ı 
are | Bern garage 
ce (ef 


where 2, contains the terms involving only the spiral ee ‚2, contains the remainder of 
the terms in 2 independent of k, and 2, contains the terms involving k, only. Now 


hu—2n 
02, 02, dz ] ig 1 ‚09; Sch uk Ey 
es ie £ =3 [teer% rk. 
[4 
where 
ENT Feld 
h 
3 A| Farm inbe 
& 
: no, 
€ j 
(b) A| Fa 22 YR,lız +@eE Kar 
% 
2. aQ,dı o 
{ 0 MENT .— 7 36, 
2 | FÜR | 
& 
: 32 
K BI 
[2 
Again 
= (zB —iob)ei+ I (mio) "RT, 


n=2 


with a similar type of expression for 02,/dt. The only new integral to evaluate is 


G&—2n a Den: . 
Salt > — ij 2ud- —27[%, eo + DW Ayu4ı eo). 
e [} E, n=2 / 


0 


(e) Thus 
ee =: in klaer L an RE 2riAw—AniBw+2rDw, 
n=2 
where 


A=,h—Y(n— 1), , 


D=50+&nduası. 
n= 


Also we have 
s(zı) 


02: 0 4 
See [1,0 
s(2) 
where en 
{ eu 
ft, &) ># ik, "| 1 en) } 
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If we now refer the limits to stationary axes, the new limits are Z — s(z))» Z— s(2)); 
where Z is the position of the origin of the axes of the cylinder referred to the fixed axes. We 


now require 
2 — (2) 


lt 1E» 3] + [RI Öl), = fa 2 ) 


Z— 8(2) 


IR ME Ela 2 eo} 


We take the value of k, at the end of the trail to be zero, and z, is fixed with respect to 
the cylinder. Using the Helmhoitz condition that the vorticity of a system is constant we 


have, on differentiating — K = k,(z,) dZ/dt. Thus the terms in k, are 


s(2ı) 8(zı) 
B m POT > ® 
- (ke, (nl r Lelaı+Kfeb)- | 
oL, or, 
s(2Z,) 8(2,) j 
We need therefore the following results 
&—2n s(z) Nu. z 
Ban = aloh bs Art ae) PB (a1) | ds dt 
TE %) 2 Re 
(21) # 
=4n j k, a 4 lee — e®s)] ds, 
8(2,) 
&—2n s(z) es BR = 
0) | k, b ee ) 2 ü,(n — 1) Be ds d£ 
n=1 n=0 
% s(2,) 


s(2ı) 
— | k, B + iQ, (eis u Bi et) ds. 
s(20) 


Combining the results obtained in (I) to (X), we arrive at the expression for the complex 
force from (4) in the form A 


Y+ixX 
7.0 


=2iBw—-Aiw— Do+o(2?Bw—-Aw+tiDo) 


D R : 
+20 I [Rue — RK, — a — a, e*)] 


r=1 
= E . . p — . De ae 
LE A 
r=1 r=1 
Mn ; p . Rn 
+ 21a, Reh Zi Y Kl a ee 
r=1 rl 
p K 00 h 
ey Same] 
A n=1 
EHE ee en 
Aa # (Me) le ee) 
» } s(2,) 
{ z . _ i it 
SE 21) +2i0% [ le) 


2 | haare) a2 | Klee) as 
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In the absence of vortex trail the expression for the complex force takes the same form 
as (5) above except that the last four integral terms are omitted and are replaced by 


oo 
NG | 
n=0 


2Kw—-ioa)+2Kla 


The couple 
The couple on the cylinder is given by M, where 


M+iN=-— A re ua la 


er M\a...:... a 1 OS EE ©) 


Proceeding in a similar manner, we are led to 


M-+iN 


— ER — BEN j£ — = ei 
a3 a een z — h— 0E 5) 


BIER Inh, ED DE, Die 


=1 r=1 = 
2, K:lizz, IX ee 
A 2 ur ae 
2i \ Kr z|; ne p) Kr, a ei Er 
2, 2 K,KR,z 0.677 in ( 7: %) 
+2 a. : aa... kulen se ea) ds 
AA # (1-9) 5 , 
s(2) 
s(2,) ” sa) 
| ku I, ine" "ds — E k, End, e"''s ds 
Ehe (2) 2 
ki 7 d > 2 wi ee 1) ” e' (2) e 
2 : — s 
ka — Nele (1 e&@-%) 
(20) 8(20) 
BE aa ET TREE Weser (7), 


8(2}) 
assuming K+ [ k,ds=0 where B, C, D have been previously defined. 


(20) 
When there is no vortex trail, M + i N has the same form as above that the last six terms 
are omitted and are replaced by 2Kwa, —2 K byerii, 


n=1 


Conelusion 


The results obtained in the last two sections are of a very general character, and in practice 
a great deal of simplification and approximation can be made. For example, the fluid stream 
may be steady and its form in the region of the cylinder may be approximated sufficiently by 
one or two spiral vortices only, that is to say, since the spiral vortices are at rest 


een =;0, 
or : 2 


183 


FRE RATE .. Be s Dr ee ach e E = nn 


0 Again it is known that the Joukowski condition for finite fluid vel 
edge gives correct pressure distribution over the cylinder when the ineidence to 
is small. This condition is 02/%& = 0 atZ =, so that a 
| 2 Me EEE 
ee ’ nit Te & ER an ih ——— ls 


Es 


8(20) 


5) en] er f 
kmererm K, (1 een) m an a u er Dr 


r=1 


” 


{ sa) , oh, > j: a 
in conjunction with X + / k,ds=0. When the trail is not present, we omit the integ: ı 


8(Z0) 


term. } ir j Be: 
We finally remark that, as the basic hydrodynamical assumptions represent an ideal 
state never quite attained in practice, the formulae given here in general need not be developed 
beyond a first approximation. It is expected, however, that the results will at least give the „ 
correct tendency of the flow effects, and yield estimates of the correct order of magnitude. = 
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Stationäre Laminarströmungen durch Kanäle von Rechtecks- 
querschnitt bei konstantem Druck oder statischer Druckverteilung 


Be Von Karl Karas h 

=” . Herrn o. Professor Dr. Josef Kozeny zum 70. Geburtstage gewidmet b 

= Das im Titel angegebene Strömungsproblem wird unter dem Bilde der Auswölbung einer Rechtecks- Er 

’ membran beschrieben. Die außerordentlich rasche Konvergenz der Reihen ermöglichte mittels eines analy- E- 
ug tisch-graphischen V .rfahrens die Konstruktion der Schichtenpläne des Geschwindigkeitsreliefs. 3 Zahlen- . 
: beispiele. 


The flow problem indicated in the title is treated by using the picture of a vaulted membrane of rectangular 
cross-sechion. The very rapid convergence of the series permits the construction of velocity relief maps by 
analytic-graphical procedure. 3 numerical examples are given. \ 


Le probleme de courant indique dans le titre est d&crit sous la forme de la voussure d’une membrane rec- 
tangulaire. Le convergence extrömement rapide des series a permis la construction des plans des couches du 
relief de vitesse. T’rrois exemples de nombres. z 


YcTaHoBuBINeecH JIAMMHAPHOE TeyeHme yepe3 KaHalkl C HPAMOYTONBHEIM CeYeHHeM IIPH 
IIOCTOAHHOM JAaBJIeEHUNH MIN IIPM CTATUYECKOM PaclpenelleHNuMm NABJICHUS OMMCHBAWTCA IPH 
TOMOlIM Monesm Marmbarmımeich IPAMOYTONbHON MeMÖpanhı. UÜpesBblyaliino ÖBICTpan CXo- 
AMMOCTB PA]IOB 1aJIa BO3MOSKHOCTB NATb KOHCTPYKIMIO IINIAHOB TOPU3OHTANBHEIX CeyeHHH IH 
pesıbeda cKopocrei. JlamwrcH Tpu YHC/IeHHLIX IPuMepa. 


1. Einleitung 


Es wird zunächst gezeigt, daß man alle interessierenden Fragen sehr anschaulich durch 
die Auswölbung einer gleichmäßig über den rechteckigen Durchflußquerschnitt gespannten 
Membran, die denselben einseitigen Überdrücken wie die strömende Flüssigkeit ausgesetzt ist, 
darstellen kann. Hierbei wird das Geschwindigkeitsrelief der stationär strömenden Flüssigkeit 
durch die Gestalt des Wölbhügels und die sekundliche Flüssigkeitsmenge, die den Rechtecks- 
querschnitt durchströmt, durch das Volumen desselben dargestellt. Aber auch alle Schubspan- 
nungen, die in irgend welchen zur Strömungsrichtung der Flüssigkeit parallelen Ebenen wirk- 
sam sind, werden sehr anschaulich durch die Neigungen der Schnittlinien dargestellt, die jene 
geschwindigkeitsparallelen Ebenen, die zu den ersteren senkrecht stehen, mit dem Wölbhügel 
erzeugen. Wegen dieses Sachverhaltes, der in analoger Weise auch für andere Formen der Kanal- 
querschnitte gilt, wird eine Lösung stets zwei gänzlich voneinander verschiedene physikalische 
Aufgaben wesentlich durch denselben Formalismus zur Darstellung bringen. Im vorliegenden 
Falle eines Rechteckprofils bietet sich derselbe durch einfach unendliche außerordentlich rasch 
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konvergente Reihen dar, von denen die ersten zwei oder drei Glieder die Verhältnisse mit einer 
praktisch ausreichenden Genauigkeit beschreiben und die zudem, da die Reihen sämtlich alter- 
nierend sind, eine bequeme Fehlerabschätzung zulassen. Diese rasche Konvergenz, die keiner 
‘weiteren Verbesserung bedürftig ist, konnte daher in einem numerisch-graphischen Verfahren 
zur Konstruktion eines Höhenlinienplanes ausgenutzt werden, der die Gestalt des Wölbhügels 
und damit die des Geschwindigkeitsreliefs der zugeordneten Laminarströmung in plastischer 
Weise vor Augen führt. Hierbei wurde in drei Fällen die Brauchbarkeit des erwähnten Ver- 
fahrens gezeigt: 
1. Die Membran ist einem konstanten Druck p = y h ausgesetzt. 


2. Die Membran mit einem zum Spiegel parallelen Seitenpaar ist einem hydrostatischen 
Druck p=y(h-+ y) ausgesetzt. 


3. Die zum Spiegel schiefe Membran ist einem hydrostatischen Druckp=y(h+y cos & 
+ x sin a) ausgesetzt. 


Bei 1. herrscht doppelte, bei 2. nur noch einfache Symmetrie des Wölbhügels hinsichtlich 
eines seitenparallelen Achsenkreuzes durch den Membranmittelpunkt 0, während bei 3. als dem 
allgemeinsten Fall der Wölbhügel überhaupt keine Symmetrie mehr erkennen läßt. Neben 
der Lage m des Wölbscheitels wurde ferner noch durchweg die des Druckmittelpunktes M Bir 
der Membranfläche in den Abbildungen eingezeichnet. f 


2. Laminarströmung und Membrangleichnis 


Auf das in Bild 1 dargestellte Flüssigkeitsprisma von der Länge / wirken auf die linke x 8 
Stirnfläche der Überdruck p(x, y) de dy und auf die vier Mantelflächen die eingezeichneten ze 
Schubspannungen 7, bzw. r,, wobei der jeweilige Zeiger x bzw. y die Richtung der Normalen | 


v, \7 


N RN SEHR 

N 

SI 

No 
7 ie 


run 


+ 
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Bild1. Ein Flüssigkeitsprisma parallel zur Strömung v mit dem Einheitsdruck p(z,y) auf seine linke Stirnfläche de dy und den einge- 
zeichneten Schubspannungenr an seinen vier Mantelflächen 


der zugehörigen Fläche andeuten soll. Ist nun x die dynamische Zähigkeit der strömenden Flüssig- 
keit, dann gilt nach dem Ansatze von Newton: 
ov OD 
ee; Br see era rn ab). 
%; na Ty Ze (la, b) 
Dabei sind wie üblich die Schubspannungen jener zwei Flächen, die durch den Punkt P(x, y) 
hindurchgehen, der Strömungsrichtung v(x, y) entgegengesetzt, ihre Zuwächse auf den um dx 
bzw. dy entfernten Gegenflächen daher gleichsinnig zu v angenommen worden. 
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Bei horizontaler Strömung v ergibt nun die Gleichgewichtsgleichung des Prismas in Rich- 
tung: 


OT, OT, 
—e . = dı-I=D. 
pdedy+ de dy-1 + dy dy 


Beachtet man (la, b) und kürzt durch den gemeinsamen Faktor dr dy, so folgt: 


ee 
Er re TE 

Durch die Poissonsche Gleichung (2) ist bereits die gesuchte Geschwindigkeitsverteilung 
v(x, y) über den Strömungsquerschnitt bestimmt, falls die sie verursachende Druckverteilung 
p(x, y) bekannt und Haften am Rande vorgeschrieben ist. Vergleieht man (2) mit der analog 
gebauten Auslenkungsgleichung einer einseitig durch p(z, y) gedrückten und durch S kp/cm 
gleichmäßig gespannten Rechtecksmembran: 

o:w p 


w 
a ee a (3) 


worin w die Auslenkung der Membran senkrecht zur x-y-Ebene bedeutet, so erkennt man, 
daß (3) in (2) übergeht, wenn man die ganze Gleichung (3) mit S/z - ! multipliziert und dann 
w S/x - 1 durch v ersetzt. Es gilt also das folgende 


Membran-Gleichnis?) 


Liegt eine laminare Flüssigkeitsströmung durch einen horizontalen Kanal beliebiger Kon- 
tur infolge irgend einer Druckverteilung p(x, y) vor, so wird das Geschwindigkeitsrelief v(z, y) 
bzw. die sekundliche Durchflußmenge Q derselben durch die Auswölbung w(z, y) bzw. das Vo- 
lumen V des Wölbhügels einer über dieselbe Kontur homogen mittels der Spannung S kp/cm 
gespannten Membran veranschaulicht, die der gleichen einseitigen Druckverteilung unterliegt. 
Man erhält v aus w bzw. Q aus V nach Multiplikation mit dem Faktor S/x - I: 


seo S er E 


vw)" = wa y®- 5 g"=Vm. I ......(4ab); 


*.1 
= T-1 
xl a 


Der Faktor S/x - !hat, wie man leicht feststellt, die Dimension einer Winkelgeschwindigkeit. 
Ferner erkennt man aus (la, b) mit (4a): 


i OD TS ow S = 
EZ ae I. BAE nn ie ms EU SUR EEE 

Die Schubspannungen in der strömenden Flüssigkeit, die in irgend einer zu v parallelen 
Ebene wirken, werden durch die Steigungen der Schnittlinien dargestellt, die die ebenfalls zu v 
parallelen, aber zu den ersteren senkrechten Ebenen aus der Fläche des Wölbhügels ausschneiden, 
und zwar erhält man die Schubspannungen, wenn man diese Neigungen mit dem Faktor Sıl, 
der die Dimension einer Spannung besitzt, multipliziert?). Da das Bild der ausgelenkten Membran 
alle Fragen beantworten kann, die man füglich an eine vollständige Beschreibung einer statio- 
nären Laminarströmung mit kleinen Reynoldsschen Zahlen richten kann, so werden wir uns 
weiterhin dieses sehr anschaulichen Bildes bedienen. 


3. Der wichtige Spezialfall der statischen Druckverteilung 


‚Ist y das spezifische Gewicht einer etwa die statische Druckverteilung bewirkenden Flüs- 
sigkeit, so ist gemäß Bild 1 der Einheitsdruck p(z, y) in einem Punkte P(x, y) offenbar durch 


p=y(h-+y-£osa +2 :8na) = BD pe 


') Hinsichtlich der Laminarströmungen durch Kreis- und Kreisringrohre vgl. man die Anwendung des 
in der Arbeit des Verf.: „Stationäre Laminarströmung durch Kreis- und Kreisringrohre 
mit fester bzw. beweglicher Innenwandung und bei statischer Druckverteilung‘‘. Österr. Ing. Arch. Band X 
(1957), 8. 306318. 5 2 Pt 

EN Auch beim Seifenhautgleichnis von L. Prandtl werden die Schubspannungen im Querschnitte eines 
tordierten Stabes zahlenmäßig durch Gleichungen ähnlich: (la, b) bzw. (Ba, b) dargestellt, wobei jedoch an 
die Stelle von v» bzw. w eine Spannungsfunktion U(x, y) tritt. 


K:Karas, Stationäre Laminarströmungen durch Kanäle 149 


dargestellt, den man sofort in die drei Summanden p’, p”, pr" zerlegen kann, denen jeweils die 
Membranauslenkungen w’, w, w’ entsprechen werden, die gemäß (3) dann bzgl. den folgenden 
drei Poisson-Gleichungen genügen müssen: 


a y.h 
En FE ee en ee (7a) 
uw’ . Aw’ y-C0oSsa 
= a en a Se 1: (7b) 
uw . Aw” y-sin« 
on Ne CB Baba 2 Be Free Haie StR u 


Die dem Gesamtdruck p in (6) entsprechende Gesamtauslenkung w der Membran erhält man 
dann durch Summierung der Einzelauslenkungen: 


id rl 233 Ban 02 10,5 ind (8). 
In den Gleichungen (6) bis (8) bedeuten somit die Striche keine Ableitungen. Gleichung (7a) 


entspricht dem Fall eines über die ganze Membranfläche verteilten gleichmäßigen Druckes, wie 
er im Membranmittelpunkt 0 gemäß Bild 1 herrscht. & ist der Winkel, den die positive x- (a-) 


Achse mit der horizontalen Geraden h parallel zur Spiegelverschneidungsgeraden g der das 
Rechteck enthaltenden Vertikalebene einschließt. Bild 1 stellt nur eine informative Skizze dar. 


A) Der Druck p =yhist über die ganze Membranfläche konstant 


Entsprechend dem Haften der Flüssigkeit an den Wänden des Gerinnes muß von w und 
damit auch von w, w’, w’’ die Erfüllung der folgenden Randbedingungen gefordert werden: 


ee H2)-sbemi)-ner)ennmt)en nn 


Es läßt sich leicht ein partikuläres Integral von w’ angeben, das mit w, bezeichnet werden möge, 
das wenigstens die beiden ersten Randbedingungen (9a, b) mit w’ statt w erfüllt. Es lautet: 


; h a? 
w/(x, y) = Es (* = 1) 1 FE REN NSEALRE Aa (10) 
Dann genügt die Funktion " 
BE De WIR US WAL, U). te MN en (11) 
wegen: 
dB . f En 
Aw = Aw' — Aw, = — 5 +? 5 —0 
gemäß (7a) und (10) offenbar der Laplaceschen Gleichung 
RR rk 
Au’ = mt ae Me. et ee (11a). 


Von den Randbedingungen (9a—d) werden nach (11) jedoch nur die beiden ersten un- 
mittelbar erfüllt sein, während nunmehr, da nach (10) w, das Argument y überhaupt nicht 
enthält, für (9c, d) die beiden letzten der im folgenden angegebenen vier Randbedingungen für 


w' treten werden: 
er a a 
u(2-+,)-® a-3)-9 
dern. (2ad). 


{eHeeben)o-rhle-t) 


Daß die beiden letzten Randbedingungen (12c, d) miteinander übereinstimmen, ist nur 
dadurch bedingt, daß in (10) y überhaupt nicht auftritt; an ihre Stelle würden sonst die all- 
gemeineren Bedingungen 


= b ae b 
w' (v =-+ E> =mR); w ( — ss . 27: re (13a, b) 
treten, während (12a, b) nach wie vor erfüllt bleiben. Der Ansatz: 
een 0 er ne \ 0: 
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für eine Teilauslenkung w, der Membran, deren Summation gemäß 


D = I DL ni bean MsrteeE 
n=l1 
die Gesamtauslenkung w’ derselben ergeben wird, führt zunächst?) mit (11a) zu 
Mira, 1 Ba. 5 £ 
— st urnh acer 16). 
DR; Ya + Am (163 


Da sich für X(x) wegen der zur y-Achse symmetrischen Funktion (x) in (12c, d), wobei 
diese Symmetrie auch für g,(x) und (x) in (13a, b) vorausgesetzt werden möge, cos-Glieder 
zur Darstellung von g(x) eignen werden, so unterdrücken wir aus der Lösung für X aus (16), 
die bei Wahl des negativen Vorzeichens für Ar folgt, nämlich aus 


» 


Rn Ca CO A ie a BIT A a a a ar (17), 
die Konstante C,,, wodurch, da dann C,„ + 0 und, um (12a, b) zu erfüllen, cos (+ A, a/2) = 0 
sein muß, 


ur; N fe ec (18) 
folgt, während sich aus (17) dann 
X, = Cyn 608 (ar . .) ee ee (19a) 
und aus (16) 
Yu A Col (In —inl) HA Ein (an—im) te (19b) 


ergibt, wobei die Schreibweise 2n — 1 Zwischenklammern ersparen soll. Die Einführung von 
(19a, b) in (14) liefert mit den neuen Konstanten A, und B,: 


= [A160 (9n 1 #4) + B,&in(an—iad)|- (2a -im-)  .. (20). 

Durch Summation der Teilauslenkungen (20) gemäß (15) erhält man w’, das im allgemeinen 
Falle den Randbedingungen (13a, b), in unserem speziellen Falle jedoch (12c, d) anzupassen 
ist, wodurch man die Konstanten A,, B, wie folgt bestimmen kann: 


o(y- + 2) Male) + nr, 


n=1 
m——  . 
x (en ia .)= m) 2 Sys Na ARE 
u, b o 2n—1l b ..[2n—1 b 
= — == — = I mm & - Zn » s 
w ( 2) Sail ul, =) D. ein 5 n .)) 
en T u 
x cos (? n—1ın r DE), aa anal 5 ei (21b). 


Andererseits kann man 9,(&) und 9,(x) wie folgt in Fourier-Reihen entwickeln, wobei 
aus dem oben angegebenen Grunde nur die cos-Glieder beibehalten zu werden brauchen: 


oo x > ir 
la) 224 CH cos ( n—1iz ) na >> CR. 698 6 (22a, b); 
mit er F ee i 


2 r a/2 4 


) 2 x Ä 2 n Mer 
CD — er | px) cos ( n—1ın je ce? — . | Palx) cos 6 n—1ıxr Ä dx (23a, b). 


—a/2 —a/j2 
Der Koeffizientenvergleich der Reihen (21) und (22) ergibt: 
c» — (2 2 u, oe 
Ar En N, R Dawn er I FESTE 94 
i 2n—1_ 5\’ 2 2 IN . (24a, b). 
>) i aaa 
eo 5 x.) 2 Sin ( 5 .) 


®) Ähnlich verfahren z. B. L. W. Kantorowitsch und W. J. Krylow in ihrem Buche: „Näherungs- 


methoden der höheren Analysis“. Hochschulbücher für Math i i i 
ER y er für Mathematik, Bd. 19 (1956), 3. Aufl., $1. Die Fou- 
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Ist nun, wie in unserem Falle, g,(®) = px(X) = p(@), so ist CP? = C®—=C,, und es folgt aus 
(24a, b): 
En 


Auer BO ...2.22.2... (25a, b). 
ef 5 ”) 


a 


Führt man (25a, b) in (20) und die dann hieraus folgende Teilauslenkung ıw, in (15) ein, so er- 
hält man schließlich: 


BR = CH —— y ur 
De, Ep ‚&f(2n—iad)-c(n—ir.) er) 
"1 6] T— 
2 a 
Nach (23a) mit C, statt Cy’ erhält man mit 9(x) in (12) nach zweifacher partieller Integration: 
+a/2 
SENAT sach, 
Ge 5 j E 7], c08 an—1nr—|dx 
—4a/2 i 


En 2 Dre +a/2 
EAU EN : = _—°\.sin Inn 
25 Kara Ir 4 a/l_. 


2 

» 2 ter Ba +a/2 
. du a - 12%. cos Dee E 
a\2n—1n a)/l_arn 


Hierin verschwinden die beiden integralfreien Terme, während das letzte Integral ergibt: 


Ayh 2 Pin 2 
G=— £ % - sin Kr: ) = Ayh . g (— 1)r+1 (27). 


Ss (An—- 1° 2 Ss Qn—1%.m 


Führt man (27) in die Reihe (26) ein und beachtet schließlich noch (10) und (11), so folgt für 
die Auslenkung w = w’ + w, unter dem konstanten Druck p’ = yh:®) 


an ; bee; pH so lOn—ir) 

y: a yh a Ss (1 De 

= (* in s ee. In—ı db (an im) a 
er lm) 


Man überzeugt sich durch Differentiation sofort, daß (7a) durch (28) befriedigt wird, da sich 
dann je zwei Glieder mit der gleichen ganzen Zahln paarweise wegheben, und daß außerdem 


die beiden Randbedingungen (12a, b) erfüllt sind, da für = + 5 jedes einzelne Glied in der 
Summe verschwindet. Aber auch die Randbedingungen (12c, d) sind erfüllt, denn für y= + 5 
folgt aus (28): 


ed er BR 4y ha (— "tr! en 
w u: Ar 5 ( L) : md np cos[2n ia.) (28 a), 


worin der zweite Term gemäß Herleitung die Fourier-Entwicklung ‘des ersten Termes dar- 
stellt, was man durch eine Probe leicht verifiziert. Setzt man z. B. in (28a) x = (0), so folgt nach 


4) Man vgl. insbesondere Josef Kozeny, Hydraulik, Wien 1953, S. 461—462 Rechtecksquerschnitt, 
samt der dort angegebenen Literatur. Man erhält z. B. die dort 8. 462 angegebene Formel für die sekundl. 
Durchflußmenge Q aus unserem Ergebnis (29), wenn man es gemäß (4b) mit 1 multipliziert, x = m (v= kine- 
mat. Zähigkeit), = Il (I= geom. Gefälle) und schließlich a = 2b, b= 2a setzt, da bei Kozeny die 


Bechteckseiten mit 2a, 2b bezeichnet sind. 
11* 
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Entwicklung der Summe: 
b h@ 4Ayh a 1 1 
w(e-0,4=-+5)-? Er r le 2 
da die Summe in der runden Klammer bekanntlich den Wert n?/32 besitzt.?) 


Mittels der Lösung (28) kann man nun auch leicht das Volumen V des Wölbhügels be- 
rechnen. Man erhält nach Durchführung der einfachen Integration: 


2) 
y_y:hab 16y-ha, 2 a (29) 
= BER ng 5 a a DI vn en . 


Die Konvergenz der Reihen (28) und (29) innerhalb des Rechtecks der Membran ist gesichert, 
da die Fourier-Koeffizienten in (27) der integrierbaren Funktion (x) in (12) gegen Null streben. 
Da außerdem der Quotient 


ef (En ind) 6" r,) 


a 


in (26) sich im wesentlichen wie exp |? 1 z | y| 2] verhält und |y| < 


vergiert schon die Reihe (26) wie eine geometrische Reihe mit dem Quotienten e 
Eine Beschleunigung der Konvergenz der Reihen (28) und (29) ist nicht erforderlich, da 


sie so gutiist, daß man in praktischen Fällen mit den drei ersten, i. a. sogar schon mit den zwei 
ersten Gliedern dieser Reihen — insbesondere der Reihe (29) — das Auslangen finden wird. 


B) Der Druck p=p” +p”” ist statisch über die Membranflächen verteilt 
Der linearen Druckverteilung p’’ =ycos«a-y in (6) entspricht die durch (7b) bestimmte 
Membranauswölbung w”, für die wiederum die Randbedingungen (12a—d) mit w’’ statt w 
Gültigkeit haben. Ein partikuläres Integral von w’’, das mit w, bezeichnet werden möge und 
das die beiden letzten Randbedingungen (12c, d) erfüllt, läßt sich abermals leicht angeben, 


es lautet: 
R - cos b2% 
RN (er En: ) a 0 (30). 


65 47 


Dann genügt die analog (11) gebildete Funktion w’ = w” —w, der Laplaceschen 
Gleichung (11a) mit w’ statt w’, hingegen noch nicht den beiden Randbedingungen (12a, b) 
mit w” statt w’. Man führt nun für die Teilauslenkung w, wieder den Bernoullischen Ansatz 
(14) ein, wählt aber jetzt in (16) das positive Vorzeichen von A,, da sich wegen der antimetrischen 
Funktion in (30) jetzt sin-Funktionen von y zur Fourier-Entwicklung der zu (13a, b) analogen 
Funktionen y,(y) bzw. y,(y) eignen. Aus der zu (17) analogen Lösung von (16): 


Ya Dt AD Dr ee (17a) 


erhält man mit D,„ = 0, aber D,„ + 0 wegen (12c, d) aus sin (t An 3) = (0 


ra 
A, mx ya u ne Vene | wen. (31) 
und weiter analog (20) 
© =|C,Cof[2na2\+D,Sin(2na)\|.sin(2na 32 
n H 7 h b 7T DI Se (32). 
Wie früher findet man nun die zu (26) analoge Lösung: 
rl S D, n x . y 
w en u Eier ‚ot(2na,)-snl2nn,) Reg Ai. (33), 
n=1 Co] n Er 


5) BeiR. Rothe, Höhere Mathematik, Teil II, 6. Aufl. (1949), S. 123 Gleichung (10) ist für diese Summe 
fälschlich n?/24 angegeben. 
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worin die Fourier-Koeffizienten D, nunmehr wie folgt aus (30) berechnet werden, wobei jetzt 
dreimal partiell integriert werden muß: 


ai 
; 2 
a A a au Boh\ric: I\an 
n 65 5 y 73) sin 2nn, dy 
—d]2 
Berg A sr y\]t+to2 
SCH: Tell Fade 2025) art 
y.cosa 2[ 5b \ At y\]+92 
nes a (3 ra: Ken 
v.cosa 2 Da? y\]2% 
= ART ar Fre UK Er 
SR +bj2 
EICH Yusapeim ver I 
55 en 6 [eßrr3)®- 
—bj2 


Hierin verschwinden das Integral, sowie auch die beiden ersten integralfreien Terme, 
während der dritte für D, . 


2y-.cosa 5° cos(nn) y:c0os& BP CI)" 


D Q — 
f S 3° (An) Ss 4m m 


ergibt. Führt man (34) in (33) ein, so erhält man schließlich für w’ = w’ + w, 


2 3 © n of(2n=;) 
rel, HE un 
2 Ss mo (On: ( 3 
Rz 2 &oj Sy 


Um schließlich auch noch die Auslenkung w’’’ zu finden, die durch die lineare Druck- 
verteilung p’”’ = y sin a - xin (6) hervorgerufen wird und an allen Rechtecksrändern verschwindet, 
wie es die Randbedingungen (12a—d) mit w’” statt w erfordern, hat man, wie der Vergleich 
von (7b) mit (7c) nahelegt, in (35) bloß y mit x, b mit a und a mit b zu vertauschen und außer- 
dem cos« durch sin«a zu ersetzen; dann erhält man: 


. sin ( nz ”) (35). 


| ea „ Srlarad) 
le 2)+ y-sina a ‚sin(2nz-) (36). 


3° ‚ 
A ne 


Wie früher im Anschluß an (28) gezeigt worden ist, überzeugt man sich auch jetzt leicht 
davon, daß (35) bzw. (36) die Poissonschen Gleichungen (7b) bzw. (7c), sowie alle vier Rand- 
bedingungen (12a—d) befriedigen und daher an allen Rechtecksrändern verschwinden. Auch 
hinsichtlich der Konvergenz der Reihen in (35) und (36) gelten die im Anschluß an Gl. (29) 
gemachten Bemerkungen. Dieselben sind ebenso wie die Reihen in (28) und (28a) alternierend 
und gestatten daher eine gute Fehlerabschätzung. Die Überlagerung aller drei Teilauslenkungen w’ 
in (28), w’’ in (35) und w’” in (36) ergibt gemäß (8) die Gesamtauslenkung w. An der Volumen- 
rechnung V nach (29) ändert sich dadurch nichts, da die antimetrischen Teilauslenkungen w’’ 


“und w’’’ wohl die Gestalt des Wölbhügels, nicht aber seinen Rauminhalt beeinflussen können. 


Es muß schließlich noch betont werden, daß die Gleichungen (28), (35) und (36) natürlich 
bloß dann gültig sind, wenn die Rechtecksfläche der Membran einseitig ganz von der Flüssigkeit 
benetzt wird. Das ist dann der Fall, wenn die Tiefe h des Membranmittelpunktes 0 größer ist 
als die Projektion der halben Rechtecksdiagonale auf die Vertikale: 


h> 5 (asin« + cosa) BAR. 7 rt 


Das Gleichheitszeichen in (37) stellte bereits eine Grenzlage des Rechteckes dar, bei der eine 
Ecke oder Seite desselben in der Spiegelverschneidungsgeraden g liegt. 
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4. Das analytisch-graphische Verfahren zur Konstruktion eines Schichtenplanes 
des Wölbhügels. 3 Zahlenbeispiele 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann die gedrückte Rechtecksmembran in einer 
Vertikalebene mit der Spiegelverschneidungsgeraden g angenommen werden. Die x- bzw. y-Achse 
eines in der unverzerrten Membranebene durch den Membranmittelpunkt 0 gelegten Achsen- 
kreuzes ist dem Seitenpaar der Länge a bzw. b parallel. Durchweg wurde a = 10 cm und b = 6cm 
gewählt. Die gute Konvergenz der Reihen gestattete es, in allen Fällen jeweils nur die beiden 
ersten Reihenglieder heranzuziehen; der Einfluß des dritten Reihengliedes lag bei den dureh die 
Größe der Zeichenfläche bedingten Maßstäben bereits unter der Zeichengenauigkeit und konnte 
daher nicht mehr berücksichtigt werden. 


Zahlenbeispiel1: Die Membran ist dem konstanten Druckp=yh=yaj2 
ausgesetzt 


Dann gilt für die zugehörige Auswölbung ıw’ Gleichung (28), die unter Beibehaltung nur 
der beiden ersten Reihenglieder lautet: ®) 


y 3Y 

Evi lan — Go) [2% —- 
BIN £ ER 2a ( 2) 9 3 1 ( 3.) cos ee 
wc -4[? 8 . cos|[2r7 — Fr 


E = Eoj (? 7 2a) =. = Eoj (? 7 7) 
L a 
- Zm 0 We 


2 
w' in (38) erweist sich als positiv, da der erste Term wegen x? < Z positiv ist. Der Einfluß 


des Seitenverhältnisses b/a, also der Gestalt des Rechteckes, äußert sich nur in den Nennern 
der Reihenglieder; dasselbe gilt für die zu (38) analogen Gleichungen (42) und (43) der anderen 


Belastungsfälle. w,(z, y) = ann cm? wurde nur für gewisse, in Tabelle 1 am Rande gekenn- 


zeichnete Gitterpunkte berechnet, die auf achsenparallelen Geraden dicht genug ausgewählt 
wurden, so daß die Kurven A-w (x, y = konst), bzw. Aw (x = konst., y) genügend genau in 
den umgeklappten Seitenrissen des Bildes 2 gezeichnet werden konnten. Diese Kurven sollen 
weiterhin kurz Wölblinien genannt werden. Denkt man sich nun den Wölbhügel durch eine 
Schar zur unverzerrten Membranebene paralleler Ebenen geschnitten, so hat man die erwähnten, 
jeweils einparametrischen Kurvenscharen der Seitenrisse mit den Spuren dieser Ebenen mit den 
Seitenrissen, also jeweils mit einer Schar zur Grundlinie der betr. Seitenrisse paralleler Geraden 
zum Schnitte zu bringen und diese Schnittpunkte einfach auf jene achsenparallelen Geraden 
z.B. x =3 herabzuloten, deren Maßzahl, also z.B. 3, als Parameter der betreffenden Kurve 
der Schar erscheint.’) Die Wahl der Gitterpunkte auf achsenparallelen Geraden hat den Vorteil, 
daß die Auslenkungen w’ dieser Punkte jeweils doppelt ausgenützt werden konnten und also 
sowohl zur Konstruktion der Schar A w (x, y = konst.), als auch der Schar A w (x = konst., y) 
dienten. Zur Zeichnung der Schichtenlinien standen also genügend viele Punkte zur Verfügung, 
so daß dieselben mit genügender Genauigkeit in Bild 2 gezeichnet werden konnten. Für x ge- 
nügte es, die ganzen Zahlen von 0 bis 5 zu wählen, die Schnittlänge für die Ordinaten y wurde 
jedoch halbiert, um trotz der kleinen Länge der Seite b genügend viele Punkte der Schar A w 
(x = konst., y) zur Konstruktion zur Verfügung zu haben. 

Daß für = +5cm= +a/2 w = 0 ist, ergibt sich unmittelbar aus (38), da dann in 
dieser Gleichung jedes Glied einzeln verschwindet. Wegen der Randbedingungen (12c, d), die 
durch die Lösung (28) ebenfalls erfüllt werden, müßte also für y= + 3cm ebenfalls w, = 0 


°) In Gleichung (38) und ebenso in den folgenden Gleichungen (42) und (43) wurde zwecks Vereinheit- 
lichung der Darstellung als Vorfaktor des Argumentes stets 22 gewählt. Dann eignet sich zur numerischen 
Berechnung, da Interpolationen dann weitgehend erspart werden können, besonders die ‚Praktische Funk- 
tionenlehre‘, I. Bd. (1943), von F. Tölke, Zahlentafel 1, S. 168—207 ebendort. 

”) In Bild 2 ist die Konstruktion zweier Punkte x, und x, der Schichtenlinie Aw’ =2 cm mittels des 
Schnittpunktes x, der Wölbhügelschnittlinie x = + 3cm mit der Schichtenebenenspur A w' = 2 cm ange- 
deutet. Dieselbe Konstruktion ist noch für die Punkte Yı, Y» derselben Schichtenlinie Aw = 2 cm auf den 
Geraden y= + 1,5 mittels des Hilfspunktes y, angegeben. Der Maßstab für w' in den Seitenrissen wurde ab- 
sichtlich groß gewählt, nämlich A = 200 (man vgl. Fußnote 8), um schleifende Schnitte zu vermeiden. Die 


dimensionslose Maßstabskonstante hat allgemein den Wert A = > ‚ falls die Strecke w, = 1 cm? in der Zeich- 


nung durch eine Strecke der Länge e cm dargestellt würde. In den Bildern 2—4 ist bei den Wölblinien 


der Seitenrisse die Auslenkung durchweg mit A w (w = Gesamtauslenkung) bezeichnet. Hierzu vgl. man die 
Bemerkungen am Schlusse von Zahlenbeispiel 2. 
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sein. Die Abweichungen vom Werte Null in der letzten Zeile der Tabelle 1 geben also einen 
Einblick in die Größe des Fehlers, der durch Beibehaltung nur der ersten beiden Glieder der 
Reihe in (28) entstanden ist. Die Berücksichtigung eines weiteren Reihengliedes würde diesen 
Fehler auf etwa 1°/,, herabdrücken. 

Die maximale Auslenkung } w„., findet in diesem Falle im Membranmittelpunkt 0 statt. 
Man entnimmt beiden Seitenrissen A Wyar = 3,83 cm. 


9 


| 


A=200 Aw:gem zem 


x 


I! 
INN! 


Die Schnittlinien des Membran- 


wölbhügels een 
mit den Ebenen | er 
y=*konst. 


Bild2. Die nach Tabelle1 konstruierten Schnittlinien des Membranwölbhügels mit den Ebenen = + konst., bzw. y= + konst. und 
die Konstruktion des Höhenlinienplanes im Beispiell. Die Bezeichnung cm wurde bei z, y, Aw, soferne keine Zweifel bestehen, oftmals 


weggelassen 
Tabelle 1 
en 0 | +1 +2 +3 +4 5 

0 19,14 18,66 IT 14,08 8,79 0 
+ 0,5 18,63 18,16 16,66 13,23 8,59 0 
+41 17,10 16,67 15,31 12,67 8,01 0 
+ 1,5 14,54 14,16 13,01 10,86 6,99 0 
+2 10,90 10,58 9,70 8,21 5,50 0 
+ 2,5 6,19 5,90 5,27 4,60 3,42 0 
+3 0,39 0,06 — 0,42 — 0,19 0,63 0 


Die nach Gleichung (38) berechneten Werte der Funktion w,(x, y) cm? 
für die am oberen und linken Rande der Tabelle angegebenen Ordinaten 
der Gitterpunkte. Die Funktion w,(x, y) cm? ist symmetrisch zu den Koor- 
dinatenachsen x = 0 und y=0. Die Tabelle diente der Konstruktion des 
Bildes 2. 


Um einen konkreten Fall zu betrachten, sei $S= 1kp/cm und als drückende Flüssigkeit 


Wasser mit y = 0,001 kp/cm® angenommen. Man _entnimmt der Tabelle1 füre=y=0 den 
Scheitelwert w, mas, = 19,14 cm?. Folglich ergibt sich nach (38) 
kp 


N, 0,001 
Wpmaz = 's - Wy,mas — I kp/cm 


8) Da beim Entwurf der Schnittlinien in den Seitenrissen je 10 cm? der Größe w, durch 2 cm der Zeich- 
nung dargestellt wurde, ergibt sich e= 2 cm/l0 cm? = 0,2 cm”? und somit als Maßstabskonstante A = 
e cm?» 8 kp/cm/y kp/cm® = 0,2 : 1/0,001 = 200 und daraus folgt wegen des der Zeichnung entnommenen 
Wertes A wmax = 3,83 cm sofort wieder der wahre Wert wmar = 3,83 cem/200 = 0,01915 cm in Übereinstimmung 
mit dem obigen Ergebnis der direkten Berechnung nach Gleichung (38) und Tabelle 1. Man vgl. den Schluß 
der Fußnote 7. 


19,142 =0,01914cm 9) Nr... ..@N.: 


_ genz dieser Reihe um so mehr berechtigt ist, so erhält man 
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Nunmehr kann auch das Volumen des Wölbhügels nach (29) berechnet werden. Beschränkt 
man sich auch hier nur auf die beiden ersten Reihenglieder, was bei der noch rascheren Konver- 


„yuharıb  ibaf,, fo NT 39 ). 
Visier je Tg an, + 35 39 ren as SE: LAD) 


Mit den Werten h=a/2=5cm, b=6cm, y = 0,001 kp/em® und S=1kp/cm erhält man 
aus (40) :°) 2 
Vo 0,5642 mi. ur LER AI 


Zahlenbeispiel 2: Die Membran mit den Seiten a parallel zum Spiegel ist 
einem hydrostatischen Druckp=y(h+y)=y (a2 + y) ausgesetzt. 

In diesem Falle gilt für die zugehörige Teilauswölbung w Gleichung (35) mit cosa = % 
Unter Beibehaltung nur der beiden ersten Reihenglieder erhält man: 


r e sn (275) ‚n(2= 7) : 
| N ne fan) 
N. y 7 

5 : = Ir (2755) & "or(2x},) 6 


2b 
-5u BE IE: 


Auch für (42) gelten die Bemerkungen, die im Anschluß an (38) gemacht wurden. In ana- 
loger Weise wie im Zahlenbeispiel 1 wurde nun zunächst die Funktion w, in (42) in der Tabelle 2 
für die am oberen und linken Rande angegebenen Ordinaten der bzgl. Gitterpunkte berechnet. 
Auch hier konnte die Berechnung auf den ersten Quadranten allein beschränkt werden, da w,(x,y) 
eine zur y-Achse x = (0 symmetrische zur x-Achse y = 0 antimetrische Funktion darstellt!°). 
Die Abweichungen von Nullin der letzten Spalte der Tabelle 2 stellen dabei wieder eine erwünschte 
Genauigkeitskontrolle dar. 


Tabelle 2 
ycm xvcm 0 +1 +2 | +3 | +4 | +5 
0 0 0 | 0 0 0 ee! 
0,5 0,720 0,714 0,692 0,626 0,459 | 0,056 
1 17317. 1,308 1,268 1,152 0,840 0,014 
1,5 1,669 1,658 1,611 1,473 1,076 | — 0,054 
2 1,651 1,641 1,600 1,476 1,102 | — 0,030 
2,5 1,137 1.181 1,107 1,034 0,804 0,086 
B 0 0 0 0 0 ID 


Die nach Gleichung (42) berechneten Werte der Funktion w,(x, y) em® 
für die am oberen und linken Rande der Tabelle angegebenen Ördinaten 
der Gitterpunkte. Die Funktion w,(xz, y) ist symmetrisch zur Ordinaten-, 
aber antimetrisch zur Abszissenachse. 


Addiert man nun die Zahlenwerte beider Tabellen für jeden Gitterpunkt, wobei darauf zu 
achten ist, daß für negative y auch die Zahlenwerte der Tabelle 2 negativ sind, so erhält man die 
Tabelle 3, die in analoger Weise der Konstruktion des Bildes 3 dient. Um Bild 3 übersichtlicher 
zu gestalten, wurden die (symmetrischen Kurvenscharen A w (x, y = konst.) für die beiden Recht- 
eckshälften y=0, da sie sich im Gegensatz zu den (unsymmetrischen) Kurvenscharen Aw 
(x = konst., y) nicht decken, getrennt zur bzgl. Rechteckshälfte hinzugezeichnet. Im übrigen 
ist die Konstruktion dieselbe wie bei Bild2. Durch Ziehen der x-parallelen Ordnerlinie durch 
den Kulminationspunkt m,, der Wölblinie x = 0 erhält man den ungefähren Ort m des Maxi- 


?) Man kann leicht eine überschlägige Kontrolle von (39) und (41) durchführen, wenn man die für das 


Volumen eines Rotationsparaboloids der Grundfläche F und Höhe r bekannte Formel F — S Fh 
Wölbhügel überträgt. Mit (39) und F = 6 10 = 60 cm? erhält man so: 2 a 


V = 1/2: 60: 0,01914 = 30 - 0,01914 = 0,5742 cm® in guter Übereinstimmung mit (41). 

‚ 1%) Die Zahlenwerte der Funktion w, in Tabelle 2 und w, in Tabelle 4 wurden etwas genauer berechnet 
als die der Funktion w, in Tabelle 1, da sie — im Zahlenbeispiel 3 — mit cos & bzw. sin « multipliziert zu den 
Werten der Tabelle 1 hinzugefügt werden müssen und dabei die Abrundung auf nur zwei Dezimalen sicher 
vorgenommen werden muß. Die Zahlenwerte an den Rändern der Tabellen 3 und 5 deuten dabei die Fehler 
an, die infolge der Nichtbeachtung der weiteren Reihenglieder zurückgeblieben sind. Da sie sich zeichnerisch 


kaum auswirken, konnten diese Reste durchweg unterdrückt werden, so daß die Wölblini j ili 
Basis, also von Null an, beginnen. 2 in 
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mums der Membranauslenkung. Natürlich kann man diesen Ort genauer durch die Nullstelle 


der Funktion an bestimmen, wobei w(0, y) die Wölblinie x = 0 darstellt. !) 


Im Zahlenbeispiel 1 ist w’ zugleich die dort verlangte Gesamtauslenkung w, nicht aber gilt 
das bzw. w”’ und w’’’ in den Zahlenbeispielen 2 und 3, wo w’’ bzw. w‘’’ nur Teile der Gesamtaus- 
lenkung w sind. In den Bildern 2 bis 4 wurde daher durchweg die Bezeichnung w benutzt. 


Tabelle 3 
yeom Im 0 | Et a +3 +4 +5 
—3 0,39 0,06 — 0,42 — 0,19 0,63 0 
— 2,5 5,05 4,77 4,24 3,57 1,99 — 0,086 
—2 9,25 8,96 8,10 6,72 4,40 0,030 
— 1,5 12,87 12,50 11,40 9,39 5,91 0,054 
—1 15,78 15,36 14,04 11,52 1,15 — 0,014 
—0,5 17,91 17,45 15,97 13,10 8,13 — 0,056 
0 19,14 18,66 17,11 14,08 - 8,79 0 
0,5 19,35 18,87 17,35 14,36 9,05 0,056 
1 18,42 17,98 16,58 13,82 8,85 0,014 
1,5 16,21 15,82 14,62 12,33 8,07 — 0,054 
2 12,55 12,24 11,30 9,68 6,60 — 0,030 
255 7,33 7,03 6,30 5,63 3,59 0,086 
3 0,39 0,06 | —0,42 |—0,19 0,63 0 


Die nach den Tabellen 1 und 2 berechnete Summe vw, + w, = S/y w. 
Die Tabelle diente der Konstruktion von Bild 3. 


An: gm. ea 
Sum SS 
ie ZEN 
a AN < == 
SED 
= a 
mes==—--e= 
Be] 
| PRz=SS 
er Trr rer 
ia FeReimmm a oe 
ZN | ILS Seo 
er] ‚ 
SS 


Die Schnitfflächen des Membran 
wölbhügels 


mit den Ebenen { x= Akt, 
y:? konst. 


Bild 3. Die nach Tabelle 3 konstruierten Schnittlinien des Membranwölbhügels mit den Ebenen # = + Kkonst, bzw. y-=+ konst. und 
die Konstruktion des Höhenlinienplanes im Beispiel2. Mehrfache Weglassung der Bezeichnung cm wie bei Bild 2 


11) Man vgl. die Arbeit des Verfassers: „Stationäre Laminarströmungen durch Kanäle von elliptischem 
Querschnitt bei konstantem Druck oder statischer Druckverteilung‘“. Herrn Prof. Dr.-Ing. Dr. h. c. R. Gram- 
mel zum 70. Geburtstag gewidmet. Ing. Arch. 27. Bd., (1959), (im Druck). — In dieser Arbeit sind die zu (45a, b) 
analogen Formeln für den Fall der Ellipse hergeleitet worden. 
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Zahlenbeispiel 3: Die Membran mit den Seiten a— um den Winkel «= 25° 
gegen den Spiegel geneigt — ist einem Druck p=y(al2+ycosa+ zsino) aus- 
gesetzt. “ 


Mit sin « = 0,42262 und cosa = 0,90631 stellt man zunächst fest, daß die rechte Seite 


von (37) 0,5 (10 - 0,42262 + 6 -0,90631) = 4,832 cm ist. Wählt man wie in den bisherigen Bei- 
spielen h= a2 =5cm, so erkennt man, daß der Bedingung (37) für vollständige einseitige 
Benetzung der Membran genügt ist. In diesem Falle gilt für die zugehörige Teilauswölbung w' 
Gleichung (36), die ohne den Faktor sin « unter Beibehaltung wieder nur der beiden ersten Reihen- 
glieder explizit lautet: 


y 2y 
n R re ee Co 24) Bi 6, (2 2) 35 
wo SueB eb ikea nt nn, 
a Cof (?=3.) Cof (27) 
-Zm A ea a Te (43). 


ws(t, y) in Gleichung (43), für welche dieselben Bemerkungen wie für (38) und (42) gelten, wurde 
zunächst wieder in Tabelle 4 für die am oberen und linken Rand angegebenen Ordinaten der 
Gitterpunkte berechnet, wobei es die zur x-Achse y = 0 symmetrische, zur y-Achse x = 0 aber 


Tabelle 4 

ae | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 
0 0 2,637 4,751 5,696 | 4,549 | 0 

+05 0 2,576 4,643 5,578 | 4,470 | 0 
re 0 2,390 4,311 5,208 | 4,222 | 0 
FB 0 2,070 3,728 | 4,544 »| 3,772 0 
9 0 1,603 2,847 3,508 | 3,054 | 0 
28 0 0,982 1,605 1,9722 | 1,958 | 0 
+3 0 0,219 |—0,076 |—0,260 | 0,302 | 0 


Die nach Gleichung (43) berechneten Werte w,(x, y) cm? für 
die am oberen und linken Rand der Tabelle angegebenen Ordinaten 
der Gitterpunkte. Die Funktion w;(x, y) ist symmetrisch zur Ab- 
szissen-, aber antimetrisch zur Ordinatenachse. 


Tabelle 5 
| 

yonmzml 5 els|2]ı 0. I-n1-2 | 8 1-0 | 5 en m 
3 0 0,76 —0,30|-0,45| 0,15 | 0,39 0,03 0,39 0,08) 0,50 | 0 ei 
—2,5 —0,08 | 3,52 | 4,50| 495| 5.29 | 5,16 | 4,46) 3,59| 2,83| 1,86 10,081 —2,5 
Er 0,08 | 5,79 | 8,36| 9,45| 9,77 | 9,40| 842 7,.05| 5,39| 321 | 0081 —: 
= 0,05 | 7,61 | 11,44 | 13,13 | 13,53 | 13,03 | 11,78| 9,97| 7,60 442 | 0.05| —L5 
—ı —0,01 | 9,03 | 13,83 | 15,98 | 16,50 | 15,91 | 14.48 12,34| 9,43| 546 0001| —ı 
—0,5 —0,05 | 10,06 | 15,52| 18,00 |18,60 | 17,98 | 16.42 | 14,07 | 10,81| 6,28 0.051 —0,5 
0 o [10,71 | 16,49 | 19,12 | 19,77 | 19,14 | 17,55 | 15,10| 11,67| 6,87 | 0 0 
0,5 0,05 | 10,89 | 16,65 | 19,25 | 19,90 | 19,28 | 17,72| 15,33 | 11,94 7.12 | 0,08 0,5 
1 0,01 10,55 | 15,92| 18,28 18,86 | 18,29 | 16,84 | 14,64| 11,51) 6,99 | 0.01 1 
1,5 —0,05 | 9,56 | 14,12) 16,05| 16,54 | 16,05 | 14,79 | 12,89 | 10,28 | 6,37 0,05 1,5 
\ 2 —0,03 | 7,79 | 11,03| 12,35 12,74 | 12,40 | 11,39, 9,95| 8,06| 5.21 |--0.03 2 
2,5 0,08 | 4,98 | 6,37| 6,95| 7,34 | 7,22 | 6,51 5,601 4,70| 3,32 | 0,08 2,5 
3 ) 0,76 0,30 \—0,45| 0,15 | 0,39 |—-0,03 0,39 |—0.08 | 0,50 | 0 3 


Die nach den Tabellen 1, 2 und 4 berechnete Summe w, + w, 608% + w;sina = S/y w. Die Tabelle 
diente der Konstruktion von Bild 4. 


antimetrische Funktion wieder gestattete, die Berechnung nur für den ersten Quadranten vorzu- 
nehmen. Addiert man nun zu den Werten der Tabelle 1 die mit cos« = 0,90631 multiplizierten 
der Tabelle2 und schließlich die mit sin« = 0,42262 multiplizierten der Tabelle 4, so erhält 
man die Tabelle 5, die der Konstruktion des Schichtenplanes in Bild 4 diente. Dabei ist zu be- 
achten, daß die so erweiterten Werte der Tabelle 2 für y < 0, jene der Tabelle 4 aber für x = 
mit negativem Vorzeichen zu nehmen sind. Im übrigen ist die Ermittlung der Höhenlinien 
dieselbe wie in Bild 2 und 3. 

Zur Ermittlung der ungefähren Lage m des Wölbmaximums mußten jetzt Ordnerlinien 
durch die beiden Kulminationspunkte m,, und m,, der beiden Wölblinien e=1 und y= 0,5 
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mit den jeweils größten Erhebungen gezeichnet werden, die sich in m schneiden. Genauer kann 


man m wieder als Schnittpunkt der beiden Örter nn =( und — 0 bestimmen "). 
y 


Der Vorteil des mitgeteilten analytisch-graphischen Verfahrens besteht vor allem darin, 
daß man sofort die Punkte vorgegebener Geschwindigkeitsgröße angeben kann, wenn die Wölb- 
linien gezeichnet vorliegen; sie liegen auf einer Höhenlinie des Reliefs mit vorgegebenem Ab- 
stand von der unverzerrten Rechtecksebene. Die Neigungen der Höhenlinien sind außerdem sehr 


‚anschauliche Bilder der Schubspannungen innerhalb des durchströmten Gebietes in geschwindig- 


keitsparallelen Ebenen senkrecht zu den Ebenen der Wölblinien, wie einleitend bemerkt wor- 
den ist. 


EZ EI 
VEN 
TEE 
DIGDESSERN 


Die Schnittlinien des Membran - 
wölbhügels 3 
mit den Ebenen ! EZ 

y= *!konst 


Bild4. Die nach Tabelle 5 konstruierten Schnittlinien des Membranwölbhügels mit den Ebenen = + konst. bzw. y= + konst,. und 
die Konstruktion des Höhenlinienplanes im Beispiel 3. Mehrfache Weglassung der Bezeichnung cm wie bei Bild 2 und 3 


In experimenteller Hinsicht werden sich die beiden hiermit gelösten physikalischen Pro- 
bleme ergänzen: die i.a. schwerer zu bestimmenden Strömungsgeschwindigkeiten wird man 
mittels der leichter meßbaren!?) Membranauswölbungen w zu ermitteln versuchen, und umge- 
kehrt wird man die i. a. umständlicher zu bestimmende Kubatur des Wölbhügels mittels der viel 
leichter meßbaren sekundlichen Flüssigkeitsmenge ermitteln. 

Schließlich möge bemerkt werden, daß das mitgeteilte Lösungsverfahren nicht nur für 
konstanten oder statisch verteilten Druck, sondern auch für viel allgemeiner verteilte Drücke 
verwendbar ist, denen man sich analog (6) mit beliebiger Genauigkeit nähern kann, wenn man 
auch Terme z. B. mit höheren Potenzen in x und y zuläßt. Die dann sich ergebenden Reihen 
werden i. a. sogar noch rascher konvergieren als die hier benutzten Reihen (28), (35) und (36), da 
dann die laufende ganze Zahl n im Nenner in höheren als der 3. Potenz auftreten wird. 

Auch die Lösung der Wölbgleichung für einen inhomogenen Spannungszustand, nämlich: 


div®© = — p(z, y) 
(sn )+1ln +55) Bi federn Au (44), 


die im homogenen Spannungsfalle mit S, = 8, = 8, T, = T, = 0 sofort wieder in Gleichung (3) 
übergeht, wird in ähnlicher Art behandelt werden können. Dem etwas speziellen Spannungs- 
zustand, der aus (44) durch die Forderung T, = T, = 0 hervorgeht und dessen Hauptspan- 


22) Man vgl. hierzu auch die Arbeit von K.E. Meier-Dörnberg: Experimentelle Bestimmung der 
Wölbfläche einer Vollkreismembran unter hydrostatischem Druck. Ing. Arch. 26 (1958), 5. 93—95. 
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nungsrichtungen die x- bzw. y-Richtung sind, entspricht als hydromechanisches Analogon eine 
Laminarströmung mit örtlich veränderlicher dynamischer Zähigkeit, die z. B. durch ein ent- 
sprechendes Temperaturfeld verursacht werden könnte. Doch wurde hier von einer Lösung 
dieser physikalisch weniger bedeutsamen Unterfälle abgesehen '?). Des Interesses wegen mögen 
auch noch die Koordinaten &y, Yu des Druckmittelpunktes M angegeben werden, um seine Lage 
mit der des Wölbscheitels m vergleichen zu können.?*) Aus den leicht zu bestätigenden Formeln: 
2 2 
24 = 5; in, Yu = ggg eos 2. 35l alsalk wel 
erhält man 
a) für Zahlenbeispiel 2 mit « = 0°: zy =0; Yu = 0,6 cm (man vgl. Abb. 3) 
b) für Zahlenbeispiel 3 mit & = 25°: xy = 0,704 cm; Yy = 0,544 cm (man vgl. Abb. 4). 


Schließlich möge bemerkt werden, daß man ebenso wie im Falle elliptischen Querschnittes ) 
auch die Verteilung der Schubspannungen in der strömenden Flüssigkeit ermitteln kann, was 
freilich wegen der hier nur in Reihenform angegebenen Lösungen wesentlich größere Rechen- 
arbeit verursachen dürfte. Dies soll einer späteren Arbeit vorbehalten bleiben. 


15) Die Lösung der Wölbgleichung für einen inhomogenen, aber achsensymmetrischen Spannungs- 
zustand im Falle der Kreisringmembran enthält die Arbeit des Verfassers: „Die Auswölbungen der Kreis- 
ringmembran unter hydrostatischem Druck. Zweite Mitteilung: Inhomogener Spannungszustand.‘“ Ing. 
Arch. XXVI. (1958), S. 157—180. Bezügl. des zugehörigen Schwingungsproblems vgl. man E. Reinstein: 
„Untersuchungen über die Transversalschwingungen ... der Vollmembran ...‘“, Diss. Göttingen, 1911, Gl. (4), 
S. 9 und $. 99—132 ebendort. 

14) Eine schöne Deutung des Druckmittelpunktes M als Antipol der Spiegelverschneidungsgeraden g 
bzgl. der Zentralellipse des rechteckigen Querschnitts, die durch die Gleichungen (45a, b) bestätigt wird, 
gibt K. Federhofer in seiner Arbeit „Zur Ermittlung des Druckmittelpunktes in der Hydrostatik‘“, 
Ing. Arch. 8 (1937), 8. 172/173. Die dort angegebene einfache Konstruktion von M kann also zur Kon- 
trolle ausgenutzt werden. 


Manuskripteingang: 16. 6. 1958 
‚Anschrift: Prof. Dr.-Ing. habil. Karl Karas, Technische Hochschule Darmstadt 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Über die Verwandlung von quadratischen For- b,, = a,, = Aı; ba; = Ar/As; Ay = by dar, d. h. allge- 
men mit numerischen Koeffizienten in Sum- mein 
men von Quadraten 


di 
Eine beliebige quadratische Matrix n-ter Ordnung N di” en EEE 
Aıı Aıg-»-Aım bzw. 
EB be) DEAL 1.) (1) An = bu dag... Önn- 
ae Sans Nun, fassen wir ins Auge eine nichtdegenerier- 
Anı Ing » » Ann bare, z. B. reelle, quadratische Form von n Verän- 
läßt sich auf bekannte Weise durch elementare Trans- derlichen alynt.,..,.@®, d.h. 
formationen, die dem Gaußschen Algorithmus ent- Q=a;:x 6 
sprechen, als Produkt zweier dreieckigen Matrizen C en Br (6). 
und ® in der Gestalt dann, wie bekannt, entspricht ihr eine symmetrische 
RER (2) Koeffizientenmatrix 
Al m .. Ka .. 
darstellen, wobei & und ® folgende Matrizen be- 2 {als Sandra » Ir 
zeichnen %s ist jetzt die Frage, was man von dieser qua- 
ULLI NOORRT dratischen Form aus der Zurmühlschen Stilisation 
; ni 0 des Banachiewiczschen Schemas, d.h. aus seiner 
nit iR ER Re Re (3) zusammengesetzten Matrix CB erfahren kann. 
h R Ar 1. Zuerst, da A}, Ay... , An die Hauptabschnitts- 
nı Omar: minoren und die Determinante selbst der Matrix A 
ggg sind, so kann aus der Zurmühlschen zusammen- 
0% b gesetzten Matrix sofort die Definitheit oder die Un- 
B BR» Dan] PERS Ze (4) definitheit der quadratischen Form (6) abgelesen 
ii i a le “ 3 werden. Denn, wenn z. B. in der Matrix 8 
N 
: ge Fat > Fe DInn>0 ...(8), 


und 0 die Nullmatrix n-ter Ordnung ist. 


Nehmen wir zuerst einmal an, daß die Ausgangs- 
matrix X nicht singulär ist. Dann ist es aus Zur- a rl ea el) 
mühls Werken (Matrizen und Lehrbuch der prak- f 
tischen Mathematik) bekannt, wie hier die Elementec;; Sen, und d.h. die quadratische Form Q ist positiv 
und dj; berechnet werden können. definit. Entsprechend in zwei anderen Fällen. 
Bezeichnet man die Hauptabschnittsminoren der 2. Bekanntlich läßt sich jede quadratische Form 
Determinante |X| = A mit A,4Ay...,An, so wird durch eine lineare unimodulare Transformation in 


dann muß 


| 5 0 #0 0 Zu Ze 4 2.0 SEE 0 2 


u FINLAND EHN t« N x ur HR 


N na ds Zu La 5 


r 


SEN N 
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eine Summe von Quadraten verwandeln, d.h. von 
(6) auf die kanonische Form 


. bringen. 


Wenn man berücksichtigt, daß diese Transfor- 
mation (aus dem Lagrangeschen Verfahren be- 
kannt) wie folgt aussieht 


92 Az aın 
Yyanyı-lıarıy Br... 1 Rn 
Qıı a1 Abe, | 
Be al N za al BR 
y An a =" (10), 
yr = | 


wobei a$!? die Koeffizienten der quadratischen Form 
von (na — 1)ter Ordnung bezeichnen, die nach der 
Absonderung des ersten quadratischen Gliedes aus 
Q erhalten wird, so ist es einfach zu zeigen, daß die 
Koeffizienten der gesuchten kanonischen Form 
folgende Werte haben: 


» N) nn 
db =, Demal, ..., bi = af; 2, (11), 


d.h. daß sie identisch mit den Hauptdiagonalele- 
menten der Dreiecksmatrix 8 sind und aus der 
Zurmühlschen zusammengesetzten Matrix CB so- 
fort abgelesen werden können. 


Denn, aus 
FRI N e (12), 
wobei (Zurmühlsche Bezeichnungen) 
a yeln zer Wales nen (13) 
bedeutet, folgt sofort 
TUI Banız 15% ser stil), 


wenn Ba die folgende Diagonalmatrix bezeichnet 


TER 0ER O 
0 EEOIO 
0 Vera 20 ll) 


EC Tuer use Ba er Ba Tr Bar Se er er er er u u 


N an 


Di = 


und wenn 7’ die Transponierte von % darstellt, d. h- 


Sm WEN EU are (16). 
Es ist nämlich, wegen der Symmetrie von I, 
4; 0 0) 
Late an 
0) ad, a) 


undähnlich weiter. Das zeigt, daß die Hauptdiagonal- 
elemente der Dreiecksmatrix 9 identisch mit ent- 
sprechenden Elementen der Diagonalmatrix Ba sind. 
Also können sie aus der Matrix 69% abgelesen 
werden. 

3. Aber aus der zusammengesetzten Matrix CB 
kann sofort auch die erwähnte lineare Transformation 
(10) abgelesen werden. Und tatsächlich, betrachten 
wir die quadratische Form Q in der Gestalt 


= VER ee: (17), 


wo rt den Spaltenvektor 
an 
die lineare Transformation 


By ehzwee hi>at-Ir .... (18) 
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ein, wobei T durch (13) gegeben ist und ) den Spalten- 
vektor 

y! 

y? 


y% 


bezeichnet. Wird diese Transformation ausgeführt, 
n erhält man, mit Rücksicht auf (14) die kanonische 
orm 


GSYzury=yBo-Zbunyg (WM. 


Aus Vergleich von (2) und (12) haben wir zuerst 


und dann 


ee. a (22) 


ergibt. Also ist die gesuchte Transformation aus der 
zusammengesetzten Matrix 68 leicht ablesbar. Es 
ist 


yı = al — 691% — 031 8 — '"— ı an 
a ER — gg X —  — in 
= en. 


Also, die ganze Kunst besteht in der einfachen 
Tatsache, daß die Dreiecksmatrix 8 = TAX und die 
Diagonalmatrix Ba = TAT’ die gleichen Haupt- 
diagonalelemente besitzen. 


Noch etwas ist zu bemerken. Dieses Verfahren ist 
nur auf quadratische Formen, die mindestens ein rein 
quadratisches Glied besitzen, anwendbar, im übrigen 
wie auch das Lagrangesche Verfahren, dessen 
Schematisation es darstellt. Also auch hier muß 
zuerst etwa die Transformation 


een are 2023) 


vorgenommen werden. Das aber erschwert die sche- 
matische Behandlung von solchen quadratischen For- 
men mit numerischen Koeffizienten ganz unbedeu- 
tend. Es wird nur nötig, die Ausgangskoeffizientenma- 
trix mit einfachen und leicht durchführbaren Abände- 
rungen noch einmal aufzuschreiben. Es ist nicht 
schwer einzusehen, daß die zwei ersten Hauptdiagonal- 
elemente 2a,, bzw. — 2a, werden, während das 
zweite Element in der ersten Zeile und in der ersten 
Spalte verschwindet. Die übrigen Elemente der 
ersten Zeile der transformierten Matrix erhalten wir 
einfach durch Addition von entsprechenden Ele- 
menten der zweiten Zeile, während die Elemente 
der zweiten Zeile vom Diagonalelement ab durch 
Subtraktion der entsprechenden Elemente der zweiten 
Zeile von den Elementen der ersten Zeile erhalten 
werden. In diesem Falle bleiben die Elemente in 
anderen Zeilen ungeändert. 


Ein einfaches Beispiel wird diesen Gedanken am 
besten illustrieren. Nehmen wir folgende Aufgabe aus 
Böchers Algebra: Die ge: Form, deren 
Koeffizienten &; = li — j], (6, j = 1, 2, 3, 4, 5), sind, 
ist in die Summe von ee zu "verwandeln. Es 
handelt sich offenbar um folgende quadratische Form 


g=2d 441 H6alat +8 
122220 +42 22+6x10 

+22 22+4ı 2 
+2ı2°. 
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Die gesuchte Summe von Quadraten lautet dem- 
nach: 


Q = 2)? — Ay? — A)? — 3° — zu, 


wobei 


S| 


an +24 Im4 lo 
a 2a - Ka 
= Er ya 2a 
„= #4» 
N «5 


ist. 


Allerdings, es soll noch bemerkt werden, daß man 
bei quadratischen Formen ohne rein quadratische 
Glieder auch mit der einfacheren Transformation 


=alız 


auskommt. Dadurch wird ein quadratisches Glied 
mit dem Koeffizienten 2 a,, geschaffen und nur die- 
jenigen Elemente der Koeffizientenmatrix beeinflußt 
werden, welche in der ersten Zeile und Spalte stehen. 
Und zwar das zweite Element bleibt ungeändert und 
die übrigen werden durch Addition der entsprechenden 
Elemente der zweiten Zeile bzw. Spalte erhalten. 

Eine wichtige Frage soll noch kurz besprochen 
werden, nämlich die Frage der Anwendung des be- 
schriebenen Verfahrens und der Benützung der zu- 
sammengesetzten Matrix auch im Falle der singulären 
Matrizen. Es hat sich gezeigt, daß tatsächlich die 
linearen algebraischen Gleichungssysteme mit ver- 
schwindender Determinante ebenso wie auch die 
degenerierbaren quadratischen Formen behandelt 
werden können ohne vorher den Rang der Koeffi- 
zientenmatrix bestimmen zu müssen. Vielmehr durch 
das Verfahren selbst wird auch der Rang der Matrix 
mitbestimmt. 

Es sei die Umwandlung einer gegebenen Matrix U 
mit Hilfe des G@außschen Algorithmus zur Dreiecks- 
matrix ® vorgenommen. Wenn dann z.B. bei 
(® — 1)-ten. Schritt nicht nur die Elemente unter dem 
(— 1)-ten Diagonalelement in Nullen verwandelt 
werden, sondern zugleich auch das Diagonalelement 
auf der i-ten Stelle und alle Elemente in der Spalte 
unter ihm, so kann man in der Verwandlung sofort 
zur Matrix (n — t)-ter Ordnung übergehen. So eine 
Null auf der Hauptdiagonale kann nicht behoben 
werden, sie kann evtl. durch passenlen Zeilen- und 
Spaltenumtausch nur zum unteren Ende verschoben 
werden. Also, es bleibt offenbar der i-te Schritt aus 
und daher ist 
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In ähnlichen Fällen wird immer so verfahren. Jetzt 
sind alle Elemente auf der Hauptdiagonale der 


Matrix $ nicht von Null verschieden. Also es wird. 


|8|= B=0, und da durch elementare Transfor- 
mationen der Rang der Matrix nicht geändert wird 
ist auch |X| = A = 0, d.h. ein solcher Fall kann nur 
eintreten, wenn die Matrix X singulär ist. Die An- 
zahl von Nullen auf der Hauptdiagonale der Matrix ® 
bestimmt den Grad ihrer Degeneration bzw. ihren 
Rang, wodurch selbstverständlich auch der Rang der 
Matrix X bestimmt ist. Insofern in oben erwähntem 
Falle nicht sämtliche Elemente unter dem i-ten 
Diagonalelement in Nullen verwandelt werden, kann 
die betreffende Zeile mit einer der nachfolgenden um- 
getauscht werden und das Verfahren normal fortge- 
setzt werden. x 


Die 'Zurmühlsche zusammengesetzte Matrix CB 
wird jetzt wie folgt gebildet. Aus der Matrixgleichung 


(2) folgt 
1-j—1 E 
für i>j: = — (a + 2, 1 ou) :bjj; (25) 


=i—1l 


I 
füri<j: by=ay+ 3 carbui-- - - (26). 
i=1 


Wenn daher auf der Hauptdiagonale der zusammen- 
gesetzten Matrix, wo die Elemente von ® stehen, ein 
Element bj; gleich Null wird und bei Berechnung der 
unter ihm stehenden Elemente c,; für alle zu berech- 
nenden Elemente der Ausdruck 


im Zähler von (25) gleich Null ist, d. h. der Quotient 
(25) unbestimmt wird, so füllt man die Spalte unter 
bj; mit Nullen. Insofern in dieser Spalte nicht alle 
Ausdrücke (27) gleich Null sind, ist die Null auf der 
Hauptdiagonale durch Zeilenumtausch behebbar. 
Selbstverständlich, kann man im Falle der unbe- 
stimmten c;; die Spalte unter bj; mit ganz beliebigen 
Elementen ausfüllen. Das wird die Durchführung 
der Rechnung nicht verhindern, aber es ist voll- 
kommen überflüssig. Es bedeutet nur ganz unnötige 
zusätzliche elementare Transformation auszuführen. 


Noch etwas ist zu bemerken. Bei der Behandlung 
von symmetrischen Matrizen, z. B. bei der Verwand- 
lung von quadratischen Formen in Summen von 
Quadraten muß bei jedem Zeilenumtausch zugleich 
der Umtausch der entsprechenden Spalten vorge- 
nommen werden, da eine Umnumerierung von Un- 
bekannten solche Veränderung der Koeffizienten- 
matrix nach sich zieht. 


Zum Schluß zeigen wir nur zur Illustration an 
einem fast trivialen Beispiel wie eine degenerierbare 
quadratische Form auf die kanonische Gestalt mit 
Hilfe der zusammengesetzten Matrix gebracht werden 
kann. Zu dem Zwecke betrachten wir die quadratische 
Form 


Q= Ar)? + (a? + Kar — lat)? + data 
— 41 4203 +4 a8. 


Das folgende Schema zeigt die Bestimmung der 
zusammengesetzten Matrix: 


2 2 .—2 0 
2 1 —2 2 
—2 —2 2 0 
0 2 0 —4 
2 2. —2 0 
—l —l 0 2 
1 0 0 0 
0 2 0 0 


u 
E 
Re 
A 
; 
E 


ZAMM 39 (1959) Heft 3/4 


Kleine Mitteilungen 163 


Also, die gegebene quadratische Form ist indefinit, 
sie degeneriert und läßt sich in der Gestalt 


| Q = 2(y})? — (y?)* 
schreiben, wobei 
Y=alta— ad 


yP= 22 — 1x 
= 23 
De sch, 


Verfasser: Prof. Dr. T. P. Angelitch, Belgrad, 
Strahinica Bana 74/II, Jugoslawien 


Zur ebenen Strömung 


Es liege eine ebene, wirbelfreie stationäre Unter- 
schallströmung um einen zur x-Achse symmetrischen 
Körper vor: 


cu, tem =0 ...... (1), 
Yy—u=0 ...... (2), 
DEZ WI See (3) 


(o: Dichte, u, v: kartesische Komponenten der Ge- 
schwindigkeit w). Die Symmetrieachse des Körpers 


‚ falle in die Richtung der ungestörten Strömung. Die 


Randbedingungen (im Unendlichen für den Ge- 
schwindigkeitsvektor, am Körperrand für die Nor- 
malkomponente der Geschwindigkeit) lauten: 


an 20, Mauren 1, — Eco rn. lan), 
ww. fürn yi== -Eico. . ....(4b), 
a) Fire (CO). 


Bei inkompressibler Strömung soll das Geschwin- 
digkeitsfeld als eine bekannte Funktion der karte- 
sischen Koordinaten vorausgesetzt sein; die Strom- 
linien dieses inkompressiblen Feldes seien mit 


na,y) = eonstens . .. » » (5a), 
die Potentiallinien mit 
&(x, y) = constans 
bezeichnet. Mittels der Transformation 
z=al&,n), yayuaon) .... (6) 


werde das krummlinige, orthogonale Koordinaten- 
system &,n eingeführt. Die Jakobische Determi- 
nante 


W128 (5b) 


TE Yn — In Ye 


ist hierbei bis auf die Staupunkte endlich und von 
Null verschieden. Wird für ein Längenelement gesetzt 


dsa ZH 72deE Ehzeün 0,0 0% (7), 

so gilt 
M=E+&:.......- (88), 
Y-mtm-::-+-+- (8b). 


Da für das Geschwindigkeitspotential und die Strom- 
funktion der inkompressiblen Strömung die Cauchy- 
Riemannschen Gleichungen 


un mn 
gelten, so wird 
al 2 ee (9). 
Die Transformation der Feldgleichungen (1) und (2) 


der kompressiblen Strömung auf die bekannten 
€, n-Koordinaten liefert 


(e Wılh)e + (e Wolhn = 0. . . . (10a), 

(Milka — (Walh)e= 0. . . . (106) 

mit W,, als Geschwindigkeitskomponenten der kom- 
pressiblen Strömung bezüglich des &, 7-Systems. 

Bei Einführung einer die Kontinuitätsgleichung 

(10a) identisch erfüllenden Funktion 
m=—1l+(leW)l@h . . - (la) 
ye=—(eMW)lah) - -. - - (11b) 


(Index 0: Bezugszustand, Staupunktszustand) folgt 
aus der Bedingung (10b) der Wirbelfreiheit: 


Ay—a yy—bym=b 
(Ay= yes + Yan) |: un) 


as,n)=orle, bii,n)=@nle . - (128). 

Die zu (12) gehörenden Randbedingungen lauten: 
vw=m=0 für E=+w.. (13a), 
ve=m=0 fü, n=t%X ..(13b),. 

a) fürn Erle)? 

Hierbei ist der Stau-Stromlinie die Konstante 0 bei- 
gelegt. 


Lösungsansätze, die die linearen Randbedingungen 
(13) exakt erfüllen, sind leicht angebbar; trotzdem 
ist es praktisch nicht möglich, die nicht-lineare 
Gl. (12) in ihrer oben angegebenen Form unmittelbar 
weiter zu behandeln. 


Die Gl. (12) werde durch Iteration wie folgt line- 
arisiert: 


mit 


WM=—1+KWM Nah). . . (Ile), 
W=— WAR)... (11d), 

LO) = Ay — ar DM ed yo) =pr =D 
(12b). 


Die Lösung der Gl. (12) bedeutet die Bestimmung 
eines Feldes, bei dem infolge des Ansatzes (11c—d) 
die Kontinuitätsbedingung (10a) erfüllt ist, während 
die Forderung (10b) der Wirbelfreiheit nicht exakt 
erfüllt ist; es werden jedoch die Randbedingungen (13) 
immer erfüllt. 


Hierzu können Lösungsansätze der Form 
Ye 3 SE (14) 
i, 


mit beispielsweise 


rn Cofecoin .... (14a) 

oder 
= Entexp(—®—) . . . (14b) 
Bu I (14c) 


Verwendung finden; wenn auch die y-Achse eine 
Symmetrieachse ist, so gilt zusätzlich 


FEAR RN Na 


Die Lösung der Randwertaufgabe ist jetzt identisch 


mit der Bestimmung der or und erfolgt vorteilhaft 


nach einem Prinzip des Fehlerabgleiches. Bei An- 
wendung des Ritz-Galerkinschen Verfahrens (line- 
are Gleichung und lineare Randbedingungen) soll sich 
die Integration auf einem Viertel-Quadranten er- 
strecken: 


Sr N} gndEin=0) (19, 
02E>—0, 0<zn<w 


Um eine Auswertung der Gebietsintegrale zu ermög- 
lichen, sind die jeweils vom vorangegangenen Itera- 
tionsschritt her bekannten Funktionen (12a) der 
Dichte in Fourier-Reihen zu entwickeln: 


a) — ZalE-D,(n) . . . . (16a), 
Im = YENE)-D,(m). - - . (16b). 

Hierbei ist 
Bein) «0. (ile). 
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Die ©®,(n) sind die Funktionen des Orthogonalsystems 
der Laguerreschen Funktionen 


Int) = I) | r) (—n)"/kt . (17b). 


k=0 


Die Fourierkoeffizienten &, ßn in Bezug auf dieses 
System sind gegeben durch 


nf al&n) Dalm)dn. . » . (18a), 


An= f En) Bnln)dn . . . (186). 


Diese Fourier-koeffizienten sind zunächst für 
diskrete Werte von £ berechenbar; sie dürfen daher 
in den Gebietsintegralen von (15) als bekannte Funk- 
tionen von & angesehen werden 


An = And), Br = PnlE) 


Infolge des Lösungsansatzes (14) und der Entwick- 
lung (16) treten in (15) nur Integrale der Form 


SI FO) An) dE dn 


auf; daher ist eine graphische bzw. numerische Aus- 
wertung und eine Aufstellung des linearen Glei- 
chungssystems der cr möglich. 

Zur Vermeidung des starken Sprunges vom in- 
kompressiblen zum kompressiblen Feld — wie er beim 
ersten Iterationsschritt auftritt — wird man mit 
Vorteil eine Form der Prandil-Regel oder die Über- 
legungen von Krahn und Betz zur Wahl der Aus- 
gangsfunktionen a und 5 heranziehen. i 


Verfasser: Dr. W. Bader, Deutsche Akademie der 
Wissenschaften, Forschungsinst. f. Math., 
Abt. Angew. Math. Berlin W. 8, Otto- 
Nuschke-Str. 22/23 


2.1180), 


Über ein Iterationsverfahren von G. Schulz 
zur Ermittlung der Reziproken einer Matrix 


Unter den Iterationsverfahren zur näherungsweisen 
Bestimmung der Inversen einer Matrix \ hat das 
von G. Schulz offenbar nur wenig Verbreitung ge- 
funden, obschon es im Konvergenzfalle sogar qua- 
dratisch konvergent ist und deshalb insbesondere bei 
symmetrischen Matrizen mit überwiegenden Haupt- 
diagonalkoeffizienten mit relativ wenig Arbeit recht 
schnell sehr gute Ergebnisse liefert. Das mag auch 
die Ursache dafür sein, daß dem Verfasser bisher 
keine Fehlerabschätzung für das Schulzsche Ver- 
fahren bekannt geworden ist, das schon 1933 ver- 
öffentlicht wurde !). Eine einfache Überlegung ge- 
stattet es jedoch, diesen Fehler abzuschätzen. 

Bezeichnet man mit NR” die Näherungsmatrizen 
für R=W-! und mit %” die Fehlermatrizen: 
zn = R— Nr, so lautet die Schulzsche Iterations- 
vorschrift: 


R=-RFDRE-Uan U)... 


die die exakte Lösung R natürlich invariant läßt. 
Somit folgt 


ATN=-E-ARN = E—2UARF-D + (ARD) 
= (E- une), 
dab: 
AZ = (A de Sy (quadratische Konvergenz), 


DI 3) ® (X za)? k 


somit 


1) G. Schulz, Iterative Berechnung der reziproken Matrix. Z. 
angew. Math. Mech. 13 (1983), 8. 57—59. 


Notwendig und hinreichend für die Konvergenz 
des Verfahrens ist daher, daß die Eigenwerte von 
A309 = E— AR im Innern des Einheitskreises 
liegen, was praktisch bei überwiegenden Haupt- 
diagonalelementen von A der Fall ist, wenn man 

RO) = Du = (ira) ” 
wählt (dir: Kroneckersymbol, U = (a))- 

Die Ermittlung jeder Näherungsmatrix kostet 2 n® 
Multiplikationen und 2n®—2n?+n Additionen 
(n = Anzahl der Zeilen und Spalten von W; Divisionen 
als Multiplikationen gezählt). Hierbei darf der Fak- 
tor 2 gegenüber den nur linear konvergenten Ver- 
fahren, bei denen die Ermittlung jeder Näherungs- 
matrix etwa n® Multiplikationen und Additionen er- 
fordert, nicht zu einer falschen Beurteilung des Ver- 
fahrens führen. 

Der Arbeitsaufwand verringert sich bei symme- 


trischer Matrix X bedeutend, wenn man RP sym- 
metrisch wählt, denn dann sind auch alle folgenden 


nr) symmetrisch, und man hat zur Ermittlung jeder 
Näherungsmatrix nur noch e (3 n? — 2n?+n) Addi- 


tionen auszuführen und 3 (3n? + n?) Multiplika- 
tionen. 


Zu einer Fehlerabschätzung gelangt man auf fol- 
gendem Wege: Wir betrachten ein lineares Gleichungs- 
system X\r = d mit beliebigem v und bestimmen die 


Lösung r= W"!v — Rb iterativ durch 
= RN n, 


wo die R) die durch das Schulzsche Verfahren ge- 
Fer Näherungsmatrizen für R bedeuten. Mit (1) 
olgt 


2”) Pr (& ey, Re —-1) A) ae > Re 1) vb. (2). 
Setzt man 8, = (RD), €, — a — (RD), 
so ist (2) von der Form 

BD, +, den 8, +%=- N, 


also von der Form der meisten Iterationsverfahren 
zur Auflösung eines linearen Gleichungssystems, für 
das bekanntlich 


mit 


@ 
ey per. 


Pe 


ae {2 —ı ee { 


mit, =Max(Ziel) (O-m=— 8") 


eine im Falle @, < 1 gültige rekursive Fehlerab- 
schätzung darstellt, wobei in unserem Falle — Me g, 


gegeben ist durch E- RNP-Dy. 
Wählt man speziell 


(i-te Zeile) , 


0 
so stellt x den i-ten Spaltenvektor der Matrix R = (roo) 
und x) den i-ten Spaltenvektor von RN") — 2) dar. 


2 
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Da G, nicht von i abhängt, folgt 
@ — 
ur (nee See 


Diese Abschätzung ist insbesondere im Falle einer 


symmetrischen Matrix X und symmetrischer R") 
numerisch sehr leicht herzustellen, da dann gilt: 
E-RF-PA-E— ARD, und E-ARPDist 
im wesentlichen bereits aus der Berechnung von N” 
bekannt. Anderenfalls hat man allerdings die Matrix 
E— RP YA gesondert zu berechnen. 


Verfasser: Dipl.-Math. R. Ansorge, Institut für. 


Mathematik und Mechanik der Berg- 
akademie, Clausthal-Zellerfeld 


Bemerkungen zu einem Iterationsverfahren 
von Bodewig zur Auflösung linearer Glei- 
chungssysteme 


Bodewig beschreibt ein Iterationsverfahren!) zur 
Lösung eines linearen Gleichungssystems von n Glei- 
chungen mit n Unbekannten, in Matrizenschreib- 
weise: 

AtT0, »deb. I 05 
das auf der Entwicklung der Matrix (Da X)! mit 
Da = (6ira;e) in eine Potenzreihe beruht (öix: 
Kroneckersymbol). 

Man geht zunächst zum durchdividierten System 
D Ar Shb=m über, zieht aus Da’ X die 
Hauptdiagonalelemente heraus, setzt also DM U-= 
€ —€& und entwickelt (E— €)! in eine Neu- 
mannsche Reihe, die unter der Voraussetzung kon- 
vergiert, daß die Eigenwerte von = — Da (U — Da) 
im Innern des Einheitskreises liegen: 

(E-OI=-C4+64+® 4... 40 +. 
Daher stellt = (EC +C +8%+---+% +...) m 
die Lösung dar, und die Partialsummenfolge 

0 = 1) 
2 = 0) 1 & tv 
2 = gm = (2 1) 


y” == yr-D + Gm 


ergibt also eine gegen die Lösung konvergierende 
Folge von Näherungsvektoren. 


Um bis zum Vektor x” zu kommen, hat man 
insgesamt n?+»n(n—1) Multiplikationen und 
vn (n—1) Additionen auszuführen. Das sind genau 
so viele Operationen wie beim Gesamtschrittverfahren, 
bei dem die Iterationsvorschrift lautet: 


x” er Da (U— Da) gr’ + vd = Crr-D4+ w. 


1) E. Bodewig, Bericht über die verschiedenen Methoden zur 
Lösung eines Systems linearer Gleichungen mitreellen Koeffizienten- 
Proc. Koninkl. Nederlandsche Akademie van Wetenschappen. 
Amsterdam, Bd.50 (1947), Bd. 51 (1948). 


Auch hier ist für die Konvergenz des Verfahrens 
notwendig und hinreichend, daß die Eigenwerte von 
= I (A— Da) im Innern des Einheitskreises 
iegen. j 

Dazu ist bekanntlich hinreichend, daß die Haupt- 
diagonalelemente von W gegenüber den restlichen 
Elementen überwiegen (Zeilen- oder Spaltensummen- 


kriterium). Ist das der Fall, somit Di’A=6G, so 
wird sich als Ausgangsvektor x‘® beim Gesamtschritt- 


verfahren der sowieso zu berechnende Vektor Da b 
= m empfehlen. 

Die Übereinstimmung beider Verfahren geht noch 
weiter, denn jeder nach dem Bodewigschen Ver- 
fahren berechnete Näherungsvektor ist identisch mit 
dem entsprechenden Näherungsvektor des Gesamt- 
schrittverfahrens, wenn man bei letzterem x” = w 
wählt. 

Beweis: 
Die nach dem Vorgang von Bodewig berechneten 


Näherungsvektoren sollen mit 2” bezeichnet werden, 
die des Gesamtschrittverfahrens mit x”. Dann folgt 


= 6) + n=-Cwn +" = Cm +7" = zw 

2 = + w = (62 pw +69 + 1) 
=&m+TP-lw+7TW 7m, 

Vollständige Induktion liefert x” = yon : 


Somit sind beide Verfahren im wesentlichen iden- 
tisch, und die Bodewigsche Behauptung, daß dieses 
Verfahren schneller konvergiere als die meisten an- 
deren Verfahren (die nach Wissen des Verfassers bis- 
her nicht berichtigt wurde), beruht also offenbar auf 
einem Irrtum. 

An gleicher Stelle entwickelt Bodewig aus seinem 
Ansatz ein weiteres Verfahren. Man erhält nämlich 
leicht die Beziehung 


z(2’"*?) — z(e”—ı) + 62” x(e”—-ı1), 


Bei Benutzung dieser Beziehung spart man also die 
Berechnung der Vektoren x” mit v» +2” —], denn 
man ermittelt, ausgehend von 


@=mw+Cm, 


sofort die Vektoren z®, 2”, ..., 2(2”*'-1),....Da- 
für hat man aber durch fortgesetztes Quadrieren die 
Matrizen 62, &*,... zu bilden. Dadurch erfordert 
dieses Verfahren, wie man durch Abzählung der 
Rechenoperationen feststellt, erst weniger Operationen 
als das Gesamtschrittverfahren, wenn m (2n — 1) 
< 4 (2% —]) ist. Das bedeutet, daß z. B. bei einem 
System von 4 (bzw. 10) Gleichungen mit dieser Me- 
thode erst dann Rechenarbeit gegenüber der des 
Gesamtschrittverfahrens gespart wird, wenn man bei 
letzterem nicht mit weniger als 7 (bzw. 31) Iterationen 
ausreichende Genauigkeit erzielen kann. In solchen 
Fällen wird man jedoch im allgemeinen auf direkte 
Verfahren oder schneller konvergierende Methoden 
zurückgreifen. 


Verfasser : Dipl.-Math. R. Ansorge, Institut für 
Mathematik und Mechanik der Berg- 
akademie, Clausthal-Zellerfeld 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Prof. Dr. R. Beyer, Kinematisch -getriebeana- 
lytisches Praktikum. Hand- und Übungsbuch 
zur Analyse ebener Getriebe. Für den Konstrukteur, 
die Vorlesung und das Selbststudium. VII + 1728. 
m. 162 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1958. 
Springer-Verlag. Preis geb. 36,— DM. 

Das Buch enthält die Abschnitte: Geschwindig- 
keits- und Krümmungsverhältnisse, Beschleunigungs- 
verhältnisse in Getrieben, vierzig Aufgaben aus 


verschiedenen Anwendungsgebieten und einen An- 
hang für die Entwurfsunterlagen der Kurvengetriebe 
und die Grundlagen des Matrizenkalküls. Wie in 
seinem beim gleichen Verlag erschienenen Buch ‚‚Kine- 
matische Getriebesynthese‘‘ hat es der Verfasser in 
vorbildlicher Weise verstanden, mit einem Mindest- 
aufwand an mathematischen Mitteln, die zeichneri- 
schen und rechnerischen kinematischen Methoden 
rezeptartig zusammenzustellen und damit dem Kon- 
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strukteur ein Hilfsmittel in die Hand zu geben, das 
ihm ermöglicht, bei der Lösung getriebeanalytischer 
Aufgaben beachtlichen Gedanken- und Zeitaufwand 
einzusparen. Deshalb wird der Konstrukteur dieses 
Werk besonders begrüßen und anhand des ausgezeich- 
neten Bildmaterials und der zahlreichen Beispiele 
sich rasch in die Probleme der Getriebeanalyse ein- 
arbeiten. Die konstruktive Weiterentwicklung unse- 
rer Maschinen und Geräte ist heute ohne umfassende 
Untersuchung getriebetechnischer Fragen nicht denk- 
bar. Dem Verfasser gebührt daher besonderer Dank, 
daß er mit dem vorzüglich ausgestatteten Buch ein 
unentbehrliches Nachschlagewerk für den Ingenieur 
der Praxis, für die Vorlesung und für das Selbststu- 
dium geschaffen hat, dem auf dem gesamten Gebiet 
des Maschinen- und Gerätebaues eine weite Ver- 
breitung zu wünschen ist. 


Dresden W. Lichtenheldt 


Festschrift Jakob Ackeret, zum 60. Geburts- 
tag am 17. März 1958. 7778. m. Abb. Basel/Stutt- 
gart 1958. Birkhäuser-Verlag. Preis geh. 24,— DM. 

Die Strömungslehre verdankt Ackeret vieles an 
grundlegender Forschungsarbeit und technischer An- 
wendung. Als Ehrung zu seinem 60. Geburtstag 
wurde die vorliegende Schrift zusammengestellt. 

Ackeret legte 1920 die Diplomprüfung als Maschi- 
neningenieur an der E.T.H. in Zürich ab. Stodola, 
bei dem er ein Jahr Assistent war, gab ihm den Rat, 
in Göttingen als Mitarbeiter Prandtls die für den 
Strömungsmaschinenbauer fundamental wichtige 
Aerodynamik und Gasdynamik zu studieren. Im 
Anschluß daran — von 1927 bis 1931 — war er Chef- 
hydrauliker bei der Escher-Wyss A.G. in Zürich und 
von dieser Zeit an Professor an der E.T.H. Zürich. 

Die Bibliographie der vorliegenden Festschrift 
weist aus den Jahren 1923 bis 1957 mehr als 100 Ver- 
öffentlichungen Ackerets nach, es sind Probleme der 
Tragflügel -und Gitteraerodynamik behandelt, auch 
die Gasdynamik erfuhr durch ihn eine der ersten 
zusammenfassenden Darstellungem. Der geschlos- 
sene Gasturbinenprozeß sowie auch Verstellpropeller 
für Flugzeuge und Schiffe werden vorgeschlagen. 
Studien zu den Schriften Leonard Eulers und in 
neuester Zeit Gedanken zur Astronautik sind nieder- 
gelegt. 

Der Aufforderung zur Mitarbeit an der Fest- 
schrift ist ein großer Kreis hervorragender Fachleute 
nachgekommen, so daß eine sehr wertvolle Samm- 
lung moderner Arbeiten zusammengestellt ist. Ebenso 
weit wie das Feld der eigenen Untersuchungen 
Ackerets ist auch die Thematik der Festbeiträge. 

Betz analysiert die Begriffe Auftrieb, Widerstand 
und Zirkulation bei Schaufelgittern, Dryden referiert 
über Combined Effects of Turbulence and Roughness 
on Transition. 

Schultz-Grunow beschreibt ein Gerät zur Iso- 
topentrennung mittels Thermodiffusion ineinemengen 
aufgeheizten Gehäuse, das eine gekühlte rotierende 
Platte umgibt. Interessant ist eine Arbeit von 
Jaquet, worin durch ein hydrodynamisches Modell 
der menschliche Blutkreislauf nachgeahmt wird. 

Etwa ein Viertel der 59 Beiträge behandelt Pro- 
bleme aus dem Bereich der Schaufelgitter und Strö- 
mungsmaschinen, ein Sechstel Grenzschichten, zu 
gasdynamischen Vorgängen liegen 8 Berichte und 
über Versuchsstände und Meßtechnik 6 Aufsätze 
vor. 


Dresden W. Albring 


Ph. Lötzbeyer, Vierstellige Tafeln zum prak- 
tischen Rechnen in Unterricht und Beruf mit 
Angabe der Genauigkeit in Zahl und Bild. 
17. Aufl. 45 S. m. Abb. Berlin 1958. Walter de Gruy- 
ter & Co. Preis kart. 3,— DM. 

Man kann die Besprechung dieses bekannten kleinen 
Tafelwerkes sehr kurz in einen Satz fassen und trotz- 


dem damit die beste Empfehlung aussprechen: Im 
Lötzbeyer findet der Praktiker und der Schüler alles, 
was man in einem Tafelwerk sucht, in einer kaun 
noch zu überbietenden Handlichkeit und Leichtigkeit 
der Orientierung. — Zweierlei zeichnet das Buch vor 
anderen aus. Das ist einmal die auf vier Seiten zu- 
sammengedrängte ‚‚Beurteilung der Genauigkeit‘, die 
alle wünschenswerten Angaben enthält und dem Be- 
nutzer der Tafeln an jeder Stelle Klarheit über den 
Genauigkeitsgrad gibt. Zweckmäßig und übersichtlich 
ist die „Zusammenstellung wichtiger Formeln“ ange- 
legt, die von der elementaren Geometrie und Arii 
bis zur Infinitesimalrechnung führt. Abbildungen an- 
stelle sprachlicher Erklärungen geben, wo es nötig ist, 
eine eindeutige Erläuterung. ? 
Potsdam x M. Draeger 
M. Schuler (Dr.-Ing., b. ao. Prof. em. Univ. Göt- 
tingen), Mechanische Schwingungslehre. Teil 
I: Einfache Schwinger. Zweite, bearbeitete Aufl. 
VIII +1588. m.123 Abb. Leipzig 1958. Akad. 
Verlagsg. Geest & Portig K.-G. Preis geb. 15,— DM. 
Das 1949 in erster Auflage bei der Wolfenbütteler 
Verlagsanstalt erschienene Bändchen ist aus einer 
Reihe von Vorlesungen hervorgegangen, die der Ver- 
fasser in den Jahren 1929—1946 an der Universität 
Göttingen gehalten hat. Es werden im wesentlichen 
die bekannten Schwingungen mit einem Freiheits- 
grad behandelt. 


Freiberg/Sa. D. Rüdiger 


F. 6. Friedlander (Ph. D., Lecturer in Mathematics 
in the University of Cambrigde), Sound Pulses. 
XI + 202 S. m. Abb. Cambrigde 1958. The Cambrigde 
University Press. Preis 40 s. net. 

Der Verfasser behandelt die Integration der 
linearen, skalaren Wellengleichung der Akustik für 
die im allgemeinen wenig untersuchten nicht periodi- 
schen Störungen. Im Gegensatz zur Konstruktion von 
Lösungen mit Hilfe Fourierscher Entwicklungen wer- 
den im Sinne der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen vom hyperbolischen Typ die definierten 
Wellenfronten als Charakteristiken der Wellenglei- 
chung aufgefaßt. Nach einführenden Abschnitten 
wird die geometrische Akustik mit den verschieden- 
sten Reflexionsproblemen und eine große Anzahl 
auch neuartiger Brechungsprobleme behandelt. 


Freiberg/Sa. D. Rüdiger 


Der mathematische Unterricht für die 
sechs- bis fünfzehnjährige Jugend in der 
Bundesrepublik Deutschland. Herausgegeben 
von Fr. Drenckhahn auf Veranlassung des deutschen 
Unterrichtsausschusses der Internationalen Mathema- 
tischen Unterrichtskommission. 377 S. m. Abb. Göt- 
tingen 1958. Vandenhoeck & Ruprecht. Preis geb. 
30,— DM. 

Nach dem Bericht der IMUK von 1954 über den 
mathematischen Unterricht der 16- bis 21-jährigen 
Jugend schließt dieses Buch die Berichterstattung über 
die mathematische Ausbildung in der Bundesrepublik 
ab. Es gibt erschöpfende Auskunft über den tatsäch- 
lichen Stand und hebt die sich abzeichnende Ent- 
wicklung hervor. Eine Schwierigkeit der Darstellung 
bestand in dem stark verästelten und ländermäßig ver- 
schiedenen Schulwesen der Bundesrepublik sowie in der 
Fülle der zu berücksichtigenden Fachliteratur. Trotz 
der notwendigen Vielzahl der Mitarbeiter ist ein gut 
abgestimmtes, alle Schulgattungen und pädagogischen 
Strömungen einbeziehendes anschauliches Gesamtbild 
entstanden. Es zeichnet sich vor allem dadurch aus, 
daß jeder Beitrag in die Tiefe der vielverschlungenen 
Problematik eindringt und die vorhandenen Schwierig- 
keiten offen darlegt. Das Werk spricht jeden an und 
es geht jeden an, dessen Anliegen die Mathematik ist, 
gleichgültig ob es sich um ein theoretisches Interesse 
an der Mathematik selbst oder um deren praktische 
Bedeutung oder speziell um die Schulsituation handelt. 
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Den Inhalt in einer kurz zu fassenden Besprechung 
im einzelnen zu würdigen, ist unmöglich. Einige wenige 
Punkte von grundsätzlicher Bedeutung seien daher 
herausgehoben. Die Anknüpfung der Gegenwart an die 
lebendige pädagogische Bewegung der zwanziger Jahre 
sowie an die fortschrittlichen Ideen von F. Klein führt 
heute zum Eindringen moderner Begriffe und mo- 
dernen Denkens in die Schule. Vektor, Abbildung, 
Gruppe sind Beispiele dafür, — Der mathematische 
Unterricht ist dann und nur dann von Erfolg, wenn 
Begreifen höher gestellt wird als Lernen, wenn auch 
die Schule zu zielklarem, methodologisch bewußtem 
Tun erzieht. Mit Recht wird der Mangel an Zeit be- 
klagt und die Hast der Stoffvermittelung kritisiert, 
Man sollte sich nur klar werden und in die Perspek- 
tive aufnehmen: Dieser Zustand ändert sich nirgends 
eher, als bis auf der Grundlage gediegener Sach- und 


. Fachkenntnis und fortschrittlichen Wollens eine Re- 


form erreicht ist, bei der längst entbehrlich gewordener 
Urväter-Hausrat entschlossen über Bord geworfen wird, 
auf daß Licht und Luft geschaffen werden für jene und 
andere Forderungen. — Das Zurückgehen der sprach- 
lichen Fähigkeiten als bedenkliche Allgemeinerschei- 
nung wird festgestellt und an die alte Forderung er- 
innert, daß jede Unterrichtsstunde eine Deutschstunde 
sei. Das ist für die Mathematik besonders wichtig, 
und gerade hier begegnet man häufig einer erschrecken- 
den sprachlichen Unbeholfenheit. Die hierzu gemachten 
Ausführungen können gar nicht dick genug unter- 
strichen werden. Sie ließen sich auf die kurze Formel 
bringen: Sprechen und Denken bedingen sich gegen- 
seitig; einwandfreie sprachliche Formulierungen sind 
ein Kriterium für klares Denken. Mathematik insbe- 
sondere kann und soll zu zuchtvollem, verantwort- 
lichem Sprechen und Denken erziehen. 


Potsdam M. Draeger 


Grundzüge der Mathematik für Lehrer an 
Gymnasien sowie für Mathematiker in Industrie und 
Wirtschaft. Band I: Grundlagen der Mathe- 
matik, Arithmetik und Algebra. Herausgegeben 
von H. Behnke, K. Fladt, W. Süß. XII + 5588. 
m. 55 Abb. u. 1 Zeittafel. Göttingen 1958. Vanden- 
hoeck & Ruprecht. Preis Ganzl. 50,— DM. 

Der deutsche Unterausschuß der Internationalen 
Mathematischen Unterrichtskommission legt hier den 
ersten Band eines auf vier Bände (Band II: Geo- 
metrie, Band III: Analysis, Band IV: Praktische 
Methoden und Anwendungen der Mathematik) be- 
rechneten Gesamtwerkes vor, dessen ursprüngliches 
Ziel eine Darstellung der wissenschaftlichen Grund- 
lagen der Schulmathematik war. In seinem gegen- 
wärtigen Stand jedoch will das Werk nicht nur dem 
an einer Oberschule tätigen Mathematiklehrer die 
Möglichkeit geben, Anschluß an die neueste Ent- 
wicklung der Mathematik zu bekommen, es will 
darüber hinaus versuchen, Schul- und Hochschul- 
mathematik in eine engere Beziehung zueinander zu 
bringen. Außerdem soll es den in Industrie und Wirt- 
schaft stehenden Mathematiker über die verschieden- 
sten Teilgebiete der Mathematik informieren. 

Teil A des Buches besteht aus einem hervorragend 
geschriebenen Bericht über die Grundlagen der Mathe- 
matik (Auffassungen über die Natur der Mathematik, 
Logische Analyse der Aussagen, Axiomatik, Beweise, 
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Mengenlehre, Antinomien u.a.). In Teil B werden 
in zehn Kapiteln die wesentlichen Teilgebiete der 
Arithmetik und Algebra behandelt. ‘Da es nicht 
möglich ist, auf den umfangreichen Stoff näher einzu- 
gehen, geben wir nur die Überschriften dieser zehn 
Kapitel an: Aufbau des Systems der reellen Zahlen 
(Anhang: Ordinalzahlen), Gruppen, Lineare Algebra, 
Polynome, Ringe und Ideale, Zahlentheorie, Alge- 
braische Körpererweiterung, Komplexe Zahlen und 
Quaternionen, Verbände, einige Grundbegriffe der 
Strukturtheorie. 

Man kann sagen, daß die Herausgeber, denen her- 
vorragende Fachkräfte von Oberschule und Hoch- 
schule zur Seite stehen, im vorliegenden Band ihr 
Ziel in vollstem Umfange erreicht haben. Eine Liste 
der verwandten Zeichen und Bezeichnungen, zwei ge- 
schickt ausgewählte Literaturverzeichnisse und ein 
sehr ausführliches Stichwortregister erleichtern dem 
Leser sehr die Lektüre des hochinteressanten Buches, 
das jedem mathematisch Interessierten auf das 
wärmste empfohlen werden kann. 


Dresden M. Landsberg 


L. S. Pontrjagin (Professor an der Staatlichen Lomo- 
nossow-Universität‘ in Moskau), Topologische 
Gruppen. Teil II. 3088. Leipzig 1958. B.G. 
Teubner Verlagsgesellschaft. Preis 16,— DM. 

Mit dem jetzt erschienenen zweiten Teil liegt das 
berühmte Buch Pontrjagins über topologische Grup- 
pen vollständig in deutscher Übersetzung vor. Die 
Zählung der Kapitel und Paragraphen des ersten 
Teiles wurde im zweiten Teil fortgesetzt. Die Ergeb- 
nisse des fünften Kapitels von Teil I (Lineare Dar- 
stellungen bikompakter topologischer Gruppen) wer- 
den nun im sechsten Kapitel (TeilII) für eine ein- 
gehende Untersuchung der Struktur der kommuta- 
tiven, lokal bikompakten topologischen Gruppen 
herangezogen. Dem fundamentalen Begriff der 
Lieschen Gruppe ist das siebente Kapitel gewidmet. 
Unter den wichtigsten Ergebnissen des achten Ka- 
pitels befindet sich der von Pontrjagin stammende 


‚ Satz, daß jede bikompakte, lokal zusammenhängende 


Gruppe endlicher Dimension eine Liesche Gruppe 
ist. Im folgenden Kapitel werden mit topologischen 
Hilfsmitteln (es handelt sich dabei auch um die be- 
reits von Poincar6 eingeführten Begriffe der Fun- 
damentalgruppe und des erlagerungsraumes) die 
Zusammenhänge zwischen lokal isomorphen Gruppen 
im Großen betrachtet. Eingehend behandeln die 
letzten beiden Abschnitte die Lieschen Gruppen: Es 
ist der Hauptinhalt des zehnten Kapitels, daß jeder 
Lieschen Gruppe in ganz bestimmter Weise eine sog. 
Liesche Algebra so zugeordnet werden kann, daß sich 
die lokale Untersuchung einer Lieschen Gruppe voll- 
ständig auf die Untersuchung der zugehörigen 
Lieschen Algebra zurückführen läßt. Im letzten Ka- 
pitel werden die kompakten Lieschen Gruppen sehr ein- 
gehend untersucht und in gewisser Weise klassifiziert. 

Sehr gut sind Übersetzung und Ausstattung des 
Buches. Seine Lektüre verlangt jedoch teilweise vom 
Leser, worauf schon in der Einführung von Teil I hin- 
gewiesen wurde, ein beachtliches mathematisches 
Denkvermögen. 


Dresden M. Landsberg 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). 


Dr. W. Traupel (o. Prof. a. d. ETH. Zürich), Ther- 
mische Turbomaschinen. Erster Band: Ther- 
modynamisch-strömungstechnische Be- 
rechnung. XII + 407 S. m. 402 Abb. u. 6 Tafeln. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1958. Springer-Verlag. 
Preis geb. 58,50 DM. 


Jahrbuch 1957 der Wissenschaftlichen Gesell- 
schaft für Luftfahrt e. V. (WGL). Mit den Vorträgen 
der WGL-DVL-Tagung in Essen vom 9. bis 12. April 
1957. Herausgegeben von H. Blenk. VII + 504 S. m. 
623 Abb. u. 23 Tab. Braunschweig 1958. Friedr. Vie- 
weg & Sohn. Preis geb. 58,— DM. 
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F.Smithies, Integral Equations. (Cambridge 
Tracts in Mathematics and Mathematical Physics, 
No. 49.) X + 1728. Cambridge 1958. Cambridge 
University Press. Preis geh. 27s. 6d net. 


Grenzschichtforschung — Boundary Layer 
Research. Symposium Freiburg/Br. 26. bis 29. Au- 
gust 1957. Herausgegeben von H. Görtler. XI + 
411 S.m. 206 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1958. 
Springer-Verlag. Preis geb. 67,50 DM. 


Dr.K.Fladt, Elementarmathematikvomhöhe- 
ren Standpunktaus. Teill:Elementare Arith- 
metik. 808. Stuttgart 1957. Ernst Klett Verlag. 
Preis kart. 6,20 DM. 


Dr. K.Fladt, Elementarmathematikvomhöhe- 
ren Standpunkt aus. Teil 2: Elementargeo- 
metrie I. 1548. m. Abb. Stuttgart 1957. Ernst 
Klett Verlag. Preis kart. 13,20 DM. 


Dr. L. Baumgartner, Gruppentheorie. Dritte, 
vollst. neubearb. Aufl. (Sig. Göschen, Bd. 837). 110 8. 
Berlin 1958. Walter de Gruyter & Co. Preis brosch. 
2,40 DM. 


Dr. P. Lorenzen (o. Prof. a. d. Universität Kiel), 
Formale Logik (Sig. Göschen, Bd. 1176/1176a). 
165 S. Berlin 1958. Walter de Gruyter & Co. Preis 
brosch. 4,80 DM. 


Dr. K. Strubecker (o. Prof. d. Mathematik a. d. TH 
Karlsruhe), Differentialgeometrie. Teil III: 
Theorie der Flächenkrümmung. (Sig. Göschen, 
Bd. 1180/1180a). 2548. m. 38 Abb. Berlin 1958. 
Walter de Gruyter & Co. Preis brosch. 4,80 DM. 


W. Weizel (o. Prof. der Physik a. d. Universität 
Bonn), Lehrbuch der theoretischen Physik. 
Zweiter Band: Struktur der Materie. 2. Aufl. 
XV + 989 S. m. 268 Abb. Berlin/Göttingen/Heidel- 
berg 1958. Springer-Verlag. Preis geb. 88,— DM. 


I. I. Priwalow (Prof. a. d. Staatl. Lomonossow-Uni- 
versität Moskau), Einführungin die Funktionen- 
theorie. TeilIl. (Mathematisch-Naturwissenschaft- 
liche Bibliothek, Bd. 21). IV +1638. m. 71 Abb. 
Leipzig 1958. B.G. Teubner Verlagsgesellschaft. 
Preis geb. 7,30 DM. 


Nachrichten 
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W.V.D. Hodge, Theorie und Anwendungen 
harmonischer Integrale. VIII + 2478. Leipzig 
1958. B.G. Teubner Verlagsgesellschaft. Preis geb. 
15,75 DM. H 


Dr.-Ing. A. Aas-Jakobsen, Die Berechnung der 
Zinderuohler XII + 160 8. m. 30 Abb. Ber- 
in/Göttingen/Heidelberg 1958. Springer-Verlag. Preis 
geb. 22,50 DM. 


Dr. J. Salpeter, Einführung in die höhere Ma. 
thematikfürNaturwissenschaftler. Vierte 39 
vollst. neu bearb. u. erweitert v. Dr. H. Dallmann 
(Prof. d. Mathematik a. d. Techn. Hochschule f. Che- 
mie Leuna-Merseburg). VII + 4128. m. 166 Abb. 
Jena 1958. VEB Gustav Fischer Verlag. Preis geb. 
28,80 DM. * 


H. Wussing, Über Einbettungen endlicher 
Gruppen. (Berichte über die Verhandlungen der 
Sächs. Akademie d. Wissenschaften zu Leipzig. Math.- 
naturwiss. Klasse, Band 103, Heft 3.) 388. Berlin 
1958. Akademie-Verlag. Preis brosch. 2,50 DM. 


Anwendung elektrischer Rechenanlagen in 
der Starkstromtechnik (VDE-Buchreihe, Band 3). 
Herausgegeben vom Wissenschaftl. Ausschuß des VDE 
nach Vorträgen einer VDE-Fachtagung in Stuttgart 
im November 1957. 336 S. m. 206 Abb. Berlin 1958. 
VDE-Verlag GmbH. Preis geb. 32,— DM. 


Dr. H. Athen, Ballistik. Zweite, neubearb. und 
erweiterte Aufl. 258S. m. 59 Abb. Heidelberg 1958. 
Verlag Quelle & Meyer. Preis geb. 29,— DM. 


Prof. Dr. A. Betz (vorm. Direktor d. Aerodynam. 
Versuchsanstalt u. des Max-Planck-Instituts für 
Strömungsforschung in Göttingen), Einführung in 
die Theorieder Strömungsmaschinen. (Wissen- 
schaftl. Bücherei. Buchreihe Strömungsmaschinen. 
Herausgeg. v. Dr.-Ing. R. Friedrich und Dr.-Ing. H, 
Mareinowski.) XVI + 272S. m. 168 Abb. Karlsruhe 
1958. Verlag G. Braun. Preis geb. 36,— DM. 


Prof. Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, Eine Getrie- 
begruppe mit stationärem Geschwindigkeits- 
verlauf. (Forschungsberichte des Wirtschafts- und 
Verkehrsministeriums Nordrhein-Westfalen, Nr. 606. 
Herausgeg. v. Prof. Dr. L. Brandt.) 33S. m. Abb. Köln 
und Opladen 1958. Westdeutscher Verlag. Preis geh. 
10,50 DM. 


NACHRICHTEN 


Am 26. 12. 1958 beging Professor Dr. phil. H, von 
Sanden seinen 75. Geburtstag. 

Am 1. 10. 1922 nahm Prof. von Sanden, bis dahin 
ord. Professor für Mathematik und Mechanik an der 
Bergakademie Clausthal, den Ruf auf den Lehrstuhl 
für Darstellende Geometrie und Praktische Mathe- 
matik an der Technischen Hochschule Hannover an 
und wirkte dort auf den Gebieten Darstellende Geo- 
metrie, Praktische Mathematik und Theoretische 
Mechanik nahezu 30 Jahre bis zu seiner Emeritierung. 
In dieser Zeit erhielt er eine Reihe von ehrenvollen 
Rufen, die er jedoch ablehnte. Er war einmal Dekan 
und Rektor von 1934 bis 1937. Nach seiner Emeri- 
tierung arbeitet er außerordentlich rege weiter und 
nimmt lebhaften Anteil an den aktuellen Hochschul- 
fragen. 

Als Schüler Carl Runges, des Begründers der 
„Praktischen Mathematik“, hat Horst von Sanden 
diese Richtung aufgegriffen und in einer ihm eigenen 
Form weiterentwickelt. Es kommt ihm das Verdienst 
zu, die „Praktische Mathematik“ an der TH Hanno- 


ver überhaupt eingeführt, zu ihrer heutigen Bedeu- 
tung ausgebaut und dadurch auf andere Hochschulen 
anregend gewirkt zu haben. 


Während der langen Wirkungszeit traten seine 
schöpferischen, wissenschaftlichen und pädagogischen 
Fähigkeiten in überaus fruchtbarer Weise hervor. In 
vielen Betrieben und Institutionen trifft man Mathe- 
matiker, Physiker und Ingenieure, die sich voller 
Dankbarkeit und Anerkennung an ihren Lehrer er- 
Innern. 


1956 verlieh ihm die Hannoversche Hochschul- 
gemeinschaft die Karmarsch-Denkmünze in Würdi- 
gung seiner großen Verdienste um die Einführung 
und Ausgestaltung der Praktischen Mathematik an 
der Technischen Hochschule Hannover und ihre 
Nutzbarmachung für Technik und Wirtschaft. 

1957 wurde ihm das große Verdienstkreuz des Ver- 
dienstordens der Bundesrepublik Deutschland ver- 
liehen. 


Hannover 


Karl Stohler 
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